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 PREDGOVOR 
 
 Istraživanja na području sigurnosti broda u cilju poboljšavanja postojećih 
pravila o sigurnosti vrlo su aktualna tema iz područja brodogradnje. Sigurnost broda 
protiv prevrtanja od iznimne je važnosti jer iako se prevrtanje broda može smatrati 
rijetkim događajem, posljedice  takvog događaja su fatalne (gubitak broda i posade ).    
 
 Postojeća pravila o stabilitetu broda protiv prevrtanja ne uzimaju u obzir 
složenu dinamiku gibanja broda. U ovom radu dan je prikaz metoda koje rješavaju 
problem ljuljanja broda uz uvođenje nelinearnosti. Dostignuća nelinearne dinamike 
kao i teorija kaosa nalaze svoju primjenu u mnogim granama znanosti ( medicina, 
meteorologija itd. ) te je primjena ovih saznanja na području stabiliteta protiv 
prevrtanja također vrlo zanimljiva.  
 
 Također je bitno objediniti na području sigurnosti broda saznanja projektanata 
i podatke s brodova tijekom eksploatacije. Na taj način nastoji se dobiti alate koji su 
jednostavni i pristupačni, a koji bi se koristili i tijekom projektiranja i tijekom 
eksploatacije za procjenu sigurnosti broda protiv prevrtanja. U ovom radu prikazan je 
dijagram vjerojatnosti preživljavanja broda ovisno o vanjskim uvjetima, kao alat 
dobiven temeljem recentnih dostignuća nelinearne dinamike, a jednostavan za 
primjenu.   
  
   
 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
 
 
 
 
 
 
 
 
KLJUČNE RIJEČI       KEYWORDS 
 
sigurnost broda       ship safety 
stabilitet broda                         ship stability 
ljuljanje broda        ship rolling 
prevrtanje broda        ship capsizing 
nelinearna dinamika       nonlinear dynamics 
teorija kaosa         chaos theory 
sposobnost preživljavanja broda      ship survivability 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
POPIS  SLIKA 
 
Slika 2.1 Dijagram ljuljanja broda pod djelovanjem jakog vjetra 
Slika 2.2 Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama dinamičkog stabiliteta 
Slika 2.3 Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama statičkog stabiliteta 
Slika 2.4  Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama dinamičkog stabiliteta 
  u ovisnosti o kutu naplavljivanja 
Slika 2.5  Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama statičkog stabiliteta 
  u ovisnosti o kutu naplavljivanja  
Slika 3.1 Opis smjera nailaska valova 
Slika 3.2  Prikaz ovisnosti susretne frekvencije o uzbudnoj frekvenciji 
Slika 4.1 Fazna ravnina ljuljanja 
Slika 4.2 Fazna ravnina 
Slika 4.3 Područja u faznoj ravnini 
Slika 4.4 Prikaz stabilnosti Mathieu jednadžbe 
Slika 4.5 Krivulje δM=δM (εp) – granica stabilnog i nestabilnog područja 
Slika 4.6 Fazni portret Hamiltonovog sustava 
Slika 4.7 Fazni portret u slučaju prigušenja i vanjske uzbude 
Slika 4.8 Diskretizirani prikaz padajućeg dijela GZ krivulje 
Slika 4.9 Trokutasti dijagram kojim se aproksimira krivulja GZ 
Slika 4.10 Primjer gustoće vjerojatnosti kuta ljuljanja 
Slika 4.11 Primjer gustoće vjerojatnosti kutne brzine ljuljanja 
Slika 5.1 Prikaz u vremenskom području i faznoj ravnini 
  a ) pravilni harmonijski odziv 
  b)  razbijanje simetrije 
Slika 5.2 Prikaz višestrukih odziva 
Slika 5.3 Prikaz fenomena skoka 
Slika 5.4 Prikaz rezonantnih fenomena odziva 
  a ) amplituda superharmonijske komponente oscilacije 
  b ) amplituda subharmonijske komponente oscilacije 
Slika 5.5  Prikaz bifurkacija 
Slika 5.6 Prikaz bazena sigurnosti 
Slika 5.7 Prikaz fraktelne granice 
Slika 5.8 Prikaz prijelaza u kaotično gibanje 
Slika 6.1 Nacrt rebara, pramčane i krmene konture ( M 1:200 ) 
Slika 6.2 Poluga statičkog stabiliteta broda 
Slika 6.3 Aproksimacije relativnog povratnog momenta 
Slika 6.4 Krivulja stišavanja ljuljanja modela ( pokus ) 
Slika 6.5 Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( model ) 
Slika 6.6 Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( brod ) 
Slika 6.7 Krivulja stišavanja ljuljanja ( model s ljuljnim kobilicama ) 
Slika 6.8 Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( brod s ljuljnim kobilicama ) 
Slika 6.9 Povratni moment neoštećenog i oštećenog broda 
Slika 6.10 Jadranski spektar valne energije 
Slika 6.11 Fourierovi koeficijenti uzbudnog momenta ( model ) 
Slika 6.12  Rezultati za model broda bez ljuljnih kobilica 
Slika 6.13 Rezultati za brod bez ljuljnih kobilica 
Slika 6.14 Rezultati za model broda s ljuljnim kobilicama 
Slika 6.15 Rezultati za brod s ljuljnim kobilicama 
Slika 6.16 Normirana autokovarijansna funkcija – brod bez ljuljnih kobilica 
Slika 6.17 Spektar dobiven preko autokovarijansne funkcije – brod bez ljuljnih kobilica 
Slika 6.18 Normirana autokovarijansna funkcija – brod s ljuljnim kobilicama 
Slika 6.19 Spektar dobiven preko autokovarijansne funkcije – brod s ljuljnim kobilicama 
Slika 6.20 Pravilni harmonijski odziv na harmonijsku uzbudu 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
Slika 6.21 Razbijanje simetrije 
Slika 6.22  Udvostručenje perioda 
Slika 6.23 Višestruki periodi, kaos i prevrtanje 
Slika 6.24 Odziv na superharmonijsku uzbudu 
Slika 6.25 Fourierovi koeficijenti superharmonijskog odziva 
Slika 6.26 Odziv na subharmonijsku uzbudu 
Slika 6.27 Fourierovi koeficijenti subharmonijskog odziva 
Slika 6.28 Odziv na superharmonijsku uzbudu 
Slika 6.29 Fourierovi koeficijenti superharmonijskog odziva 
Slika 6.30 Odziv na subharmonijsku uzbudu 
Slika 6.31 Fourierovi koeficijenti subharmonijskog odziva 
Slika 6.32 Ljuljanje oštećenog broda a=0.12, ω=0.85ω0 , θ=-0.4, 0=θ&  
Slika 6.33 Ljuljanje oštećenog broda a=0.235, ω=1.00ω0 , θ=-0.5, 0=θ&  
Slika 6.34  Ljuljanje oštećenog broda a=0.31, ω=1.15ω0 , θ=-0.45, 0=θ&  
Slika 6.35 Ljuljanje oštećenog broda a=0.1701, ω=0.85ω0 , θ=-0.4, 0=θ&  
Slika 6.36 Ljuljanje oštećenog broda a=0.23602, ω=1.00ω0 , θ=-0.5, 0=θ&  
Slika 6.37 Ljuljanje oštećenog broda a=0.317, ω=1.15ω0 , θ=-0.45, 0=θ&  
Slika 6.38 Ljuljanje oštećenog broda a=0.0259, ω=0.85ω0 , θ=0, 0=θ&  
Slika 6.39 Ljuljanje oštećenog broda a=0.1, ω=1.15ω0 , θ=0, 0=θ&  
Slika 6.40 Ljuljanje i prevrtanje broda bez ljuljnih kobilica u uzbudnoj ravnini θ=0, 0=θ&  
Slika 6.41 Ljuljanje i prevrtanje broda s ljuljnim kobilicama u uzbudnoj ravnini θ=0, 0=θ&  
Slika 6.42 Ljuljanje i prevrtanje broda bez ljuljnih kobilica u ravnini početnih uvjeta a=0.075, 
ω=ω0 
Slika 6.43 Ljuljanje i prevrtanje broda s ljuljnim kobilicama u ravnini početnih uvjeta a=0.21705, 
ω=ω0 
Slika 6.44 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 1 ) u uzbudnoj ravnini θ=0, 0=θ&  
Slika 6.45 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 2 ) u uzbudnoj ravnini θ=0, 0=θ&  
Slika 6.46 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 1 ) u ravnini početnih uvjeta a=0.075, 
ω=ω0 
Slika 6.47 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 2 ) u ravnini početnih uvjeta a=0.075, 
ω=ω0 
Slika 6.48 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 1.02
0
=ω
a
 
Slika 6.49 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 2.02
0
=ω
a
 
Slika 6.50 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 3.02
0
=ω
a
 
Slika 6.51 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 4.02
0
=ω
a
 
Slika 6.52 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 231.02
0
=ω
a
 
Slika 6.53 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 348.02
0
=ω
a
 
 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
Slika 6.54 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 464.02
0
=ω
a
 
Slika 6.55 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 58.02
0
=ω
a
 
Slika 6.56 Bazen sigurnosti ( ravnina početnih uvjeta ) 
Slika 6.57 Bazen sigurnosti ( ravnina početnih uvjeta ) – brod s ljuljnim kobilicama 
Slika 6.58 Bazen sigurnosti ( ravnina početnih uvjeta ) – oštećeni brod 
Slika 6.59 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=1200 
Slika 6.60 Bazen sigurnosti V=3m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.61 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=63.750 
Slika 6.62 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=700 
Slika 6.63 Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=5m, χ=1200 
Slika 6.64 Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=3m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.65 Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=5m, χ=63.750 
Slika 6.66 Spektri Fouirerovih koeficijenata ( vezano uz slike 7.59 – 7.62 ) 
Slika 6.67 Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=700 
Slika 6.68 Bazen sigurnosti V=2m/s, H1/3=5m, χ=480 
Slika 6.69 Bazen sigurnosti V=3m/s, H1/3=3.75m, χ=480 
Slika 6.70 Bazen sigurnosti V=3m/s, H1/3=5m, χ=480 
Slika 6.71 Bazen sigurnosti V=2m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.72 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.73 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=450 
Slika 6.74 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=550 
Slika 6.75 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=550 
Slika 6.76 Ljuljanje oštećenog broda V=2m/s, H1/3=5m, χ=480 
Slika 6.77 Ljuljanje oštećenog broda V=3m/s, H1/3=5m, χ=480 
Slika 6.78 Ljuljanje oštećenog broda V=3m/s, H1/3=3.75m, χ=480 
Slika 6.79 Ljuljanje oštećenog broda V=2m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.80 Ljuljanje oštećenog broda V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=700 
Slika 6.81 Ljuljanje oštećenog broda V=4m/s, H1/3=5m, χ=700 
Slika 6.82 Spektri Fourierovih koeficijenata ( vezano uz slike 7.76 – 7.78 ) 
Slika 6.83 Spektri Fourierovih koeficijenata ( vezano uz slike 7.79 – 7.81 ) 
Slika 6.84 Bazen sigurnosti – bez vanjske uzbude 
Slika 6.85 Bazen sigurnosti V=2m/s, H1/3=3.75m, χ=550 
Slika 6.85 Bazen sigurnosti V=2m/s, H1/3=3.75m, χ=550 
Slika 6.86 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5 m, χ=1200 
Slika 6.87 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=750 
Slika 6.88 Bazen sigurnosti V=4m/s, H1/3=5m, χ=550 
Slika 6.89 Dijagram vjerojatnosti preživljavanja neoštećenog broda, V=4 m/s, H1/3=3.75 m 
Slika 6.90 Dijagram vjerojatnosti preživljavanja neoštećenog broda, V=4 m/s, H1/3=5.00 m 
Slika 6.91 Dijagram vjerojatnosti preživljavanja oštećenog broda H1/3=3.75 m 
Slika 6.92 Dijagram vjerojatnosti preživljavanja oštećenog broda H1/3=5.00 m 
 
 
POPIS TABLICA 
Tablica 2.1 Koeficijenti X1 
Tablica 2.2 Koeficijenti X2 
Tablica 2.3 Koeficijenti k 
Tablica 2.4 Koeficijenti s 
Tablica 2.5 Udesi trgovačkih brodova u razdoblju 1994-2002 
Tablica 2.6 Udesi ribarskih brodova u razdoblju 1994 – 2002 
Tablica 2.7 Udesi brodova u 2002. godini 
Tablica 6.1 Značajke broda 
Tablica 6.2 Koeficijenti relativnog povratnog momenta 
Tablica 6.3 Koeficijenti za izračun kubnog koeficijenta prigušenja 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
POPIS VAŽNIJIH OZNAKA 
 
Ak - površina ljuljnih kobilica 
AL - projicirana lateralna površina broda iznad vodne linije 
AθV - površina ispod krivulje stabiliteta do kuta gubitka stabiliteta 
Aδ - površina bazena sigurnosti 
B - širina broda 
C - koeficijent u izrazu za period ljuljanja 
CB - koeficijent punoće istisnine 
CH - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
Cki - koeficijent ( KBM ) 
CIT - koeficijent poprečnog momenta inercije 
CWL - koeficijent punoće vodne linije 
Dd - difuzijski koeficijent 
Di - bezdimenzionalni koeficijent prigušenja 
Df - bezdimenzionalni koeficijent prigušenja uslijed trenja 
Dw - bezdimenzionalni koeficijent prigušenja uslijed valova 
DE - bezdimenzionalni koeficijent prigušenja uslijed stvaranja vrtloga 
DU - bezdimenzionalni koeficijent uzgonskog prigušenja 
DL - bezdimenzionalni koeficijent linearnog prigušenja 
DN - bezdimenzionalni koeficijent nelinearnog prigušenja 
ED - razlika energija 
Ee - ukupna energija 
Ep - potencijalna energija 
Ek - kinetička energija 
Fe - efektivno nadvođe 
Gi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
GH - izraz za povratni moment neoštećenog broda 
H1/3 - značajna valna visina 
Hs - značajna valna visina 
Hw - valna visina 
IT - poprečni moment inercije 
Ixx - moment inercije trupa 
JAi - koeficijent ( stabilnost gibanja ) 
Ji - koeficijent ( stabilnost gibanja ) 
Kij - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
L - duljina broda 
LD - mjera gubitka energije 
Lpp - duljina između perpendikulara 
LWL - duljina na vodnoj liniji 
Lw,i - poluga momenta nagiba 
Mc - moment prevrtanja 
Mδ - Melnikova funkcija 
O - opterećenje 
P - tlak 
Qi - koeficijenti ( metoda harmonijskog ubrzanja ) 
Qk - koeficijent ( KBM )  
Ri - koeficijent povratnog momenta 
Rij - autokorelacijska funkcija  
S - spektar 
T - period 
TM - period ( modelska vrijednost ) 
U - prijenosna matrica 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
 
V - brzina 
Xi - koeficijenti u izrazu za amplitudu ljuljanje 
Zi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
W0 - heteroklinička orbita 
Wδ - homoklinička orbita 
 
 
a - amplituda ljuljanja 
aij - koeficijenti u jednadžbama za određivanje stabilnosti harmonijskog rješenja 
c - koeficijent statičkog nagiba 
bi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
cDi - koeficijent ( Markovljev proces ) 
cSn - spektralni koeficijent 
cw - brzina vala 
d - srednji gaz broda 
di - koeficijenti momenta prigušenja 
dL - linearni bezdimenzijski koeficijent prigušenja 
dN - nelinearni bezdimenzijski koeficijent  
diM - koeficijenti momenta prigušenja ( modelske vrijednosti ) 
er - amplituda varijacije povratnog momenta 
gi - koeficijenti (KBM) 
hi - koeficijenti ( KBM ) 
k - koeficijent u izrazu za amplitudu ljuljanja 
kij - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
kfi - koeficijenti ( diskretizirani linearni pristup ) 
ki - koeficijenti povratnog momenta 
kM - koeficijent (Melnik) 
kp - koeficijent u izrazu za proračun vjerojatnosti prevrtanja 
li - oznaka stanja krcanja 
lw - valna duljina 
mD - drift koeficijent 
msi - koeficijent iz karakteristične jednadžbe ( stabilnost gibanja ) 
nD - ukupni koeficijent stišavanja ljuljanja 
n0 - frekvencija slobodnih i neprigušenih oscilacija malog iznosa 
pB - početna vrijednost partikularnog rješenja 
pi - vjerojatnost događaja 
ps,i - vjerojatnost preživljavanja 
r - koeficijent u izrazu za amplitudu ljuljanja 
rL - vrijednost prisilnih oscilacija 
qi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
qLi - vrijednost prisilnih oscilacija 
s - koeficijent u izrazu za amplitudu ljuljanja 
sDi - koeficijent ( Markovljev proces ) 
si - pretpostavljena situacija 
u - nepoznati pomak ( metoda harmonijskog ubrzanja ) 
v - nepoznati pomak ( metoda harmonijskog ubrzanja ) 
z - vertikalna udaljenost 
zB - vertikalni položaj težišta istisnine 
zG - vertikalni položaj težišta sustava 
yB - poprečni položaj težišta istisnine 
wi - koeficijent ( metoda harmonijskog ubrzanja ) 
 
Γci - koeficijent ( metoda ravnoteže harmonika ) 
Γsi - koeficijent ( metoda ravnoteže harmonika ) 
Δ - istisnina 
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Ξ - koeficijent ( KBM ) 
Θ - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
ΘA - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
Λ - mjerilo 
Πi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
Φδ - fazni fluks 
Ωi - koeficijenti ( metoda ravnoteže harmonika ) 
ΩM - koeficijent ( Melnikova funkcija ) 
 
α0 - efektivni valni nagib 
αD - koeficijenti povratnog momenta oštećenog broda 
αM - koeficijent  (Melnik) 
αS - slučajni proces povratnog momenta  
βD - koeficijent povratnog momenta oštećenog broda 
βM - koeficijent ( metoda višestrukih mjerila ) 
βs - koeficijent ( stabilnost gibanja ) 
γ - koeficijent (Melnikova funkcija ) 
δ - razlika 
δD - Diracova delta funkcija 
δM -  rješenje Mathieu jednadžbe 
εi - slučajni fazni kut 
εF - koeficijent ( Melnikova funkcija ) 
εFl - početni fazni kutevi prisilnih oscilacija 
εM - rješenje Mathieu jednadžbe 
εp - perturbacijski parametar 
θi - kut ljuljanja 
θ0 - kut ravnoteže 
θc - kut presijecanja poluge stabiliteta 
θf - kut naplavljivanja 
θM - Melnik 
θM0 - kut za koji je GZ maksimalan 
θmax - maksimalni kut ljuljanja 
θmin - minimalni kut ljuljanja 
θV - kut gubitka stabiliteta 
κ - valni broj 
κH - koeficijent ( metoda ravnoteže harmonika ) 
λR - funkcija rizika 
λs - svojstvena vrijednost ( stabilnost gibanja ) 
λu - intenzitet prijelaza 
ξ - bezdimenzionalni koeficijent prigušenja 
σ - koeficijent ( metoda višestrukih mjerila) 
σL - skup frekvencija 
σM - koeficijent iz izraza za izračun spektra Jadranskog mora 
χ - kut napredovanja 
χA - autokovarijansna funkcija 
ηH - koeficijent ( metoda ravnoteže harmonika ) 
ηs - koeficijent ( stabilnost gibanja ) 
ψM - koeficijent ( KBM ) 
ω - frekvencija 
ωe - susretna frekvencija 
ω0 - prirodna frekvencija 
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ϑk - koeficijent ( KBM ) 
ϕk - koeficijent ( KBM ) 
ϕδ - koeficijent (Melnikova funkcija) 
ψk - koeficijent ( KBM ) 
 
 
 
TUMAČ SKRAĆENICA 
 
GZ - poluga stabiliteta broda 
IMO - International Maritime Organisation 
KBM  - Krylov – Bogoliubov – Mitropolsky metoda 
MAIB - Marine Accident Investigation Branch 
MG - metacentarska visina 
RO-RO -  roll on – roll of   
SOLAS - International Convention of the Safety of Life at Sea 
SLF - Sub-Committee on Stability, Load Lines and Fishing Vessels 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
 
 
 SAŽETAK 
 
 
U radu su prikazana postojeća pravila o stabilitetu broda, uz poseban 
osvrt na stabilitet broda protiv prevrtanja. Postavljena je raspregnuta 
jednadžba ljuljanja broda te je dan prikaz metoda za rješenje nelinearnog 
ljuljanja broda na harmonijskom valu i morskim valovima. Proveden je 
proračun ljuljanja odabranog broda na harmonijskom valu i na morskim 
valovima primjenom metode harmonijskog ubrzanja. Analizirani su nelinearni 
fenomeni u odzivu. Temeljem ovih izračuna predlažu se novi kriteriji o 
stabilitetu broda korištenjem dijagrama preživljavanja broda. 
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     SUMMARY 
 
 
               In this work the existing ship stability rules are presented, with 
special reference to stability against capsizing. An uncoupled equation of ship 
rolling is set  and the methods for solving nonlinear ship rolling in regular and 
irregular waves are presented. Calculations of rolling for a particular ship in 
regular and irregular waves are done using the harmonic acceleration method. 
Nonlinear response  phenomena are analysed. Based on these calculations 
new criteria for ship stability are recommended based on the use of the ship 
survivability diagrams.  
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1 UVOD 
 
 Prilikom projektiranja broda potrebno je obratiti posebnu pažnju na njegovu 
sigurnost tijekom eksploatacije. Postojeća pravila o sigurnosti broda još uvijek nisu 
potpuno pouzdana te i brodovi koji ih zadovoljavaju nisu potpuno sigurni. U ovom 
radu se posebna pažnja poklanja sigurnosti broda protiv prevrtanja.  
          Istraživanja na ovom području su mnogobrojna te se pogotovo usredotočuju na  
činjenicu da su postojeća pravila temeljena ponajviše na statičkom opisu vrlo 
složenih dinamičkih pojava te se uviđa nužnost uvođenja nelinearnosti u problem 
opisa ljuljanja broda. Pri analiziranju ljuljanja broda u ovom radu korištena su 
dostignuća nelinearne dinamike.  
 Dodatna je zadaća uvođenje teorije vjerojatnosti u izračun sigurnosti broda. 
Ona je važna kako bi se pri određivanju sigurnosti broda mogla uzeti u obzir realna 
stanja u kojima se može naći brod obzirom da osim stabiliteta brod mora zadovoljiti i 
mnoge druge kriterije.  
           Od posebnog su značaja istraživanja vezana uz oštećene brodove što je 
također obuhvaćeno radom jer su u realnim situacijama brodovi izloženi opasnosti od 
prevrtanja vrlo često oštećeni.  
           U konačnici je cilj imati alate koji bi kako u fazi projektiranja tako i u fazi 
eksploatacije broda omogućili što pouzdaniju procjenu njegove sigurnosti protiv 
prevrtanja, a da istovremeno ti alati budu jednostavni za korištenje te da potrebni 
ulazni podaci budu dostupni. U tu svrhu predložen je dijagram preživljavanja broda 
koji za određene vanjske uvjete, tj. stanje mora i kut nailaska valova, daje 
vjerojatnost prevrtanja broda. 
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2 POSTOJEĆA PRAVILA O STABILITETU BRODA 
 
 Sigurnost broda tijekom eksploatacije jedna je od vrlo važnih stavki od 
najranijih faza projektiranja broda.  Sigurnost broda definirana je pravilima koja brod 
mora ispoštovati. Brojne konferencije i međunarodni skupovi posvećuju pažnju  temi  
sigurnosti broda.  
 Jedan od važnih aspekata sigurnosti broda je i stabilitet protiv prevrtanja.  Iako 
prevrtanje brodova spada u rijetke slučajne događaje dostupni podaci iz literature 
ukazuju na izvjesnu učestalost prevrtanja brodova ( unatoč pridržavanju pravila o 
stabilitetu ). Obzirom da su posljedice prevrtanja gubitak broda i posade, istraživanja 
na tom području u svrhu unapređivanja postojećih pravila su od velike važnosti. 
  
2.1 NACIONALNA PRAVILA O STABILITETU BRODA  
 
 Hrvatski registar brodova  [1] u sklopu  “Pravila za tehnički nadzor pomorskih 
brodova” (1999. ) obuhvaća poglavlje o stabilitetu ( 4.dio ) koje se sastoji od općih i 
dodatnih zahtjeva za stabilitet. Predmetna pravila uključuju zahtjeve međunarodnih 
organizacija, konvencija i kodeksa : 
 
Međunarodna pomorska organizacija ( IMO ). 
Međunarodna konvencija o sigurnosti života na moru (SOLAS 1974) sa svim 
primjenjivim dopunama koje su stupile na snagu do 1998. godine. 
Protokol 1978 koji se odnosi na Međunarodnu konvenciju o sigurnosti života na moru 
1974 s dopunama  (SOLAS PROT 1978). 
Kodeks o stabilitetu u neoštećenom stanju ( A.749/18 ). 
Međunarodni kodeks o sigurnosti brzih jedinica ( MSC kodeks ). 
 Sa stanovišta ovog rada bitni dijelovi su opći uvjeti za spriječavanje prevrtanja 
broda i upute za zapovjednika te uvjeti za dovoljan stabilitet. 
 
2.1.1 OPĆI UVJETI ZA SPRIJEČAVANJE PREVRTANJA BRODA I UPUTE ZA  
            ZAPOVJEDNIKA 
 Zahtjevi se odnose na knjigu stabiliteta, proračun stabiliteta računalom, 
priručnik za upravljanje posebnim vrstama brodova, trajno prisutan balast te opća 
upozorenja za spriječavanje prevrtanja broda. 
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 Općim upozorenjima za sprečavanje prevrtanja broda upućuje se na to da 
udovoljavanje kriterijima stabiliteta ne osigurava potpunu pouzdanost protiv 
prevrtanja broda niti oslobađa zapovjednika odgovornosti. Zapovjednik mora iskazati 
umješnost i primijeniti dobru pomorsku praksu s obzirom na sezonu, vremensku 
prognozu, područje plovidbe i mora poduzeti odgovarajuće korake u pogledu brzine i 
kursa broda kako nalažu prevladavajuće okolnosti. 
Treba obratiti pažnju da se teret raspoređen na brodu mora složiti na način da se 
udovolji kriterijima. Prije početka putovanja treba izvršiti kontrolu da li su oprema i 
tereti većih dimenzija pravilno složeni i učvršćeni na način da je tijekom plovidbe 
otklonjena mogućnost njihova bočnog i uzdužnog pomicanja uslijed ubrzavanja 
uzrokovanih ljuljanjem i posrtanjem broda. 
 
2.1.2 UVJETI ZA DOVOLJAN STABILITET 
 U uvjetima najnepovoljnijeg stanja opterećenja  obzirom na stabilitet, stabilitet 
broda osim plovnih dizalica, pontona, plovnih dokova i brodova stalno povezanih s 
obalom ( koji podliježu drugim pravilima ), mora udovoljavati sljedećim zahtjevima : 
  - Brod da se ne prevrne mora moći izdržati istovremeno dinamičko djelovanje  
vjetra i bočno ljuljanje. 
            - Brojčane vrijednosti karakteristika dijagrama statičkog stabiliteta broda na 
mirnoj vodi i ispravljena vrijednost početne metacentarske visine je ograničena 
prema Pravilima za tehnički nadzor pomorskih  brodova. 
 - Mora se uzeti u obzir utjecaj posljedica mogućeg zaleđenja na stabilitet. 
 - Stabilitet broda mora udovoljavati dodatnim zahtjevima ovisno o tipu broda. 
  
2.1.3 OPĆI ZAHTJEVI ZA STABILITET 
 
 OPĆI KRITERIJI STABILITETA NEOŠTEĆENOG BRODA 
 Površina dijagrama poluga statičkog stabiliteta ( GZ krivulje ) ne smije biti 
manja od 0.055 metar –radijana do kuta nagiba od 300 i ne manja od 0.09 metar–
radijana do kuta nagiba od 400 ili do kuta naplavljivanja θf  ako je ovaj kut manji od 
400. Najveća poluga dijagrama statičkog stabiliteta mora iznositi najmanje 0.2 m kod 
kuta nagibanja jednakog ili većeg od 300. Preferira se da maksimum dijagrama 
poluga statičkog stabiliteta bude kod kuta nagibanja većeg od 300 , ali ni u kojem 
slučaju ne smije biti kod kuta manjeg od 250. 
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 Moraju se uzeti u obzir utjecaji koji nepovoljno utječu na stabilitet kao što su 
bočni vjetar kod brodova s velikom površinom izloženom vjetru, stvaranje leda na 
gornjim dijelovima broda, zaostala voda na palubama, karakteristika ljuljanja, valovi u 
krmu broda itd. i to u onoj mjeri za koju Registar ocijeni da je potrebna. 
 Potrebno je unaprijed osigurati dovoljnu rezervu stabiliteta za sve faze 
putovanja, pri čemu se moraju imati u vidu dodatne težine kao one zbog upijanja 
vode palubnog tereta i stvaranja leda kao i gubitak težina zbog potrošnje voda i 
zaliha. 
 Ovisno o tipu broda pravilima je određena ispravljena početna metacentarska 
visina svih brodova za sva stanja  opterećenja broda, osim za prazan brod. 
 
KRITERIJ JAKOG VJETRA I LJULJANJA BRODA (KRITERIJ VREMENSKIH PRILIKA) 
 Za svako standardno stanje opterećenja treba dokazati sposobnost broda da 
izdrži zajedničko djelovanje bočnog vjetra i ljuljanja prema slici 2.1 kako slijedi : 
1 Brod je izložen ravnomjernom tlaku zbog vjetra koji djeluje okomito na uzdužnu 
centralnu ravninu što rezultira s konstantnom polugom momenta nagiba ( Lw1 ) . 
2 Pretpostavlja se da se brod zbog djelovanja valova od rezultirajućeg kuta 
ravnoteže (θ0) naginje protiv vjetra za kut ljuljanja ( θ1 ). Treba posvetiti posebnu 
pažnju učinku djelovanja ravnomjernog vjetra tako da se spriječe preveliki 
rezultirajući kutovi nagiba. Kut  nagiba zbog djelovanja ravnomjernog vjetra θ0 treba 
ograničiti na određenu vrijednost. Kao pokazatelj može se uzeti manja vrijednost 
između kuta od 160 ili 80% vrijednosti kuta kod kojeg dolazi do uranjanja ruba palube. 
3 Brod je zatim izložen djelovanju tlaka uslijed jakog naleta vjetra što rezultira 
polugom (momenta) nagiba ( Lw2 ). 
4 Uz navedene uvjete, površina “b” mora biti jednaka ili veća od površine “a”. 
5 Za sve standardne slučajeve opterećenja treba uzeti u obzir učinak slobodnih 
površina. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.1  Dijagram ljuljanja broda pod djelovanjem jakog vjetra 
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gdje su : 
θ0  - kut nagiba uslijed ravnomjernog djelovanja vjetra  
θ1 - kut ljuljanja protiv vjetra zbog djelovanja valova 
θ2 - kut naplavljivanja (θf ) ili 500 ili θc, najmanja vrijednost se odabire 
θf - kut nagiba kod kojeg uranjaju otvori na trupu, nadgrađu ili palubnim 
kućicama, koji ne mogu biti stalno nepropusno zatvoreni. Kod primjene ovog kriterija 
ne smatraju se otvorenima mali otvori kroz koje ne može doći do progresivnog  
naplavljivanja 
θc - kut drugog presijecanja poluge jakog naleta vjetra ( Lw2 ) i GZ krivulje 
 
 Poluge nagibanja uslijed djelovanja vjetra Lw1 i Lw2 su konstantne vrijednosti 
kod svih kutova i računaju se prema izrazu : 
gΔ
zPAL L1 1000w
=    , m           (2.1) 
Lw2 = 1.5 Lw1    , m           (2.2) 
gdje je : 
P      -     tlak vjetra od 504 N / m2   
AL     -    projicirana lateralna površina broda i palubnog tereta iznad vodne linije  (m2) 
z    -  vertikalna udaljenost od težišta površine AL do težišta lateralne površine 
uronjenog dijela broda, ili približno do točke koja se nalazi na jednoj polovini gaza 
broda  
Δ      -       istisnina ( t ) 
 Kut ljuljanja broda ( θ1 ) računa se prema sljedećem izrazu : 
srXXk ⋅⋅⋅= 211 109)(θ          (2.3) 
gdje je : 
X1 - koeficijent prema Tablici 2.1 
X2 - koeficijent prema Tablici 2.2 
k - koeficijent koji iznosi : 
  1 za brodove zaobljenog uzvoja bez gredne kobilice 
  0.7 za brodove oštrog uzvoja 
d
OGr 6.073.0 +=           (2.4) 
OG  - udaljenost između težišta težine broda i vodne linije ( m ) 
d - srednji gaz broda ( m ) 
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s - koeficijent prema Tablici 2.4 
 
Tablica 2.1  Tablica 2.2          Tablica 2.3             Tablica 2.4 
Koeficijenti X1                              Koeficijenti X2                                       Koeficijenti k                      Koeficijenti s 
B/d X1  CB  X2  BL
AK
⋅
⋅100
 
k  T s 
≤2.4 1.0  ≤0.45 0.75       0 1.0  ≤ 6 0.100 
  2.5 0.98    0.50 0.82    1.0 0.98     7 0.098 
  2.6 0.96    0.55 0.89    1.5 0.95     8 0.093 
  2.7 0.95    0.60 0.95    2.0 0.88   12 0.065 
  2.8 0.93    0.65 0.97    2.5 0.79   14 0.053 
  2.9 0.91  ≥ 0.70 1.00    3.0 0.74   16 0.044 
  3.0 0.90       3.5 0.72   18 0.038 
  3.1 0.88     ≥4.0 0.70  ≥20 0.035 
  3.2 0.86          
  3.3 0.84          
  3.4 0.82          
≥3.5 0.80          
Napomena : Međuvrijednosti se dobiju linearnom interpolacijom 
 
Period ljuljanja određuje se prema izrazu : 
MG
BCT ⋅⋅= 2             (2.5) 
gdje je : 
C= 0.373 + 0.023 ( B / d ) – 0.043( L / 100)                  (2. 6)  
L - duljina broda na vodnoj liniji (m) 
B - širina broda (m) 
CB - koeficijent punoće istisnine  
Ak  - sveukupna površina ljuljnih kobilica ili površina bočne projekcije  
                      gredne kobilice ili zbroj svih ovih površina (m2) 
MG - metacentarska visina ispravljena za utjecaj slobodnih površina (m) 
 
2.1.4 DODATNI ZAHTJEVI ZA STABILITET  
 Ovisno o tipu broda Pravilima za tehnički nadzor pomorskih brodova određeni 
su  dodatni zahtjevi na stabilitet broda. Zahtjevi za stabilitet plovećih dizalica, 
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pontona, plovećih dokova i brodova stalno spojenih s obalom su specifični te su 
zasebno definirani. 
 
2.1.5 UPUTE ZA ODREĐIVANJE MOMENTA PREVRTANJA 
 Moment prevrtanja Mc s uračunavanjem učinka ljuljanja može se odrediti 
prema dijagramu dinamičkog stabiliteta i prema dijagramu statičkog stabiliteta. Pri 
određivanju momenta prevrtanja mogu nastupiti sljedeća dva slučaja : 
 
a ) Brod ima normalne dijagrame statičkog i dinamičkog stabiliteta ili dijagram 
statičkog stabiliteta sa stepenicom, a dinamičkog stabiliteta s prijelomom. Moment 
prevrtanja određuje se na sljedeći način: 
  Pri korištenju dijagrama dinamičkog stabiliteta prethodno se na dijagramu 
nađe pomoćna točka A. U tu svrhu, uzduž apscise, desno od ishodišta koordinata, 
nanosi se amplituda ljuljanja i na krivulji dinamičkog stabiliteta određuje se 
odgovarajuća točka A’ ( vidi Sliku 2.2 ). Dalje se na dijagramu kroz A’ provuče pravac 
paralelan osi apscisa i na njemu lijevo od pomoćne točke A’, nanosi se odrezak  A'A 
jednak dvostrukoj amplitudi ljuljanja. Točka A, raspoređena simetrično u odnosu na 
točku A’ u daljnjem izlaganju naziva se početnom. Iz točke A povuče se tangenta AC 
na dijagram dinamičkog stabiliteta i od točke A na pravcu paralelnom s osi apcisa 
prenese se odrezak AB, jednak jednom radijanu. Iz točke B vuče se prema gore 
okomica BE, do presjeka s tangentom AC u točki E. Odrezak BE jednak je momentu 
prevrtanja, ako je dijagram dinamičkog stabiliteta izveden u mjerilu radnje, odnosno 
jednak je polugi momenta prevrtanja, ako je dijagram dinamičkog stabiliteta izveden 
u mjerilu poluga. U posljednjem slučaju za određivanje momenta prevrtanja MC , 
potrebno je vrijednost odreska BE u metrima pomnožiti s odgovarajućim uzgonom 
broda. 
Mc = Δ ⋅ g ⋅ BE  ( kNm )                 ( 2.7 ) 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.2   Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama dinamičkog stabiliteta 
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 Pri korištenju dijagrama statičkog stabiliteta moment prevrtanja može se 
odrediti polazeći od uvjeta jednakosti radnji momenta prevrtanja i momenta stabiliteta 
s uračunavanjem energije ljuljanja. U tu svrhu, dijagram statičkog stabiliteta se 
produljuje u područje negativnih apscisa na dijelu jednakom amplitudi ljuljanja ( vidi 
Sliku 2.3 ), te se odredi pravac MK, paralelan s osi apscisa tako da su osjenčane 
površine S1 i S2 međusobno jednake. Ordinata OM je moment prevrtanja ako su na 
ordinati nanešeni momenti ili je pak poluga momenta prevrtanja ako su na ordinati 
nanešene poluge stabiliteta. 
     Za dobivanje vrijednosti momenta prevrtanja potrebno je ordinatu OM u metrima 
pomnožiti s uzgonom broda 
Mc = Δ⋅ g⋅ OM ( kNm )       ( 2.8 ) 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.3  Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama statičkog stabiliteta         
 
b )  U drugom slučaju dijagram statičkog i dinamičkog stabiliteta prekida se kod kuta 
naplavljivanja. Tada se moment prevrtanja određuje na jedan od sljedećih načina : 
 
1. Pomoću dijagrama dinamičkog stabiliteta moment prevrtanja određuje se kao i u 
prethodnom poglavlju tj. pomoću početne točke A ( vidi sliku 2.4 ). Kroz nju se 
povuče tangenta na dijagram dinamičkog stabiliteta što je moguće samo ako je kut 
nagiba koji odgovara točki tangiranja manji od kuta naplavljivanja. Moment prevrtanja 
ili njegove poluge određuju se po tangenti na isti način kao i u prvom slučaju. Ako je 
nemoguće postaviti tangentu, iz početne točke A vuče se pravac koji prolazi kroz 
točku F tj. krajnju točku dijagrama dinamičkog stabiliteta, što odgovara kutu 
naplavljivanja. Od početne točke A vuče se pravac paralelan s osi apscisa, na koji se 
prenosi odrezak AB, jednak jednom radijanu. Iz točke B vuče se okomica  BE do 
presjeka s kosim pravcem AF u točki E. Odrezak BE jednak je traženom momentu 
prevrtanja, ako je na osi ordinata dijagrama dinamičkog stabiliteta nanešena radnja, 
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odnosno poluzi momenta prevrtanja, ako su na osi ordinata nanešene poluge 
dinamičkog stabiliteta. U zadnjem slučaju moment prevrtanja se dobija prema izrazu 
(2.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.4      Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama dinamičkog stabiliteta u ovisnosti o  
                     kutu naplavljivanja  
 
  
2. Pomoću dijagrama statičkog stabiliteta određuje se moment prevrtanja za kut 
naplavljivanja θf , na  sljedeći način : 
 Dijagram statičkog stabiliteta produljuje se na stranu negativnih apscisa na 
dijelu jednakom amplitudi ljuljanja ( vidi Sliku 2.5 ) i na njemu se odredi pravac MK 
paralelan s osi apscisa tako da su osjenčene površine S1 i S2 međusobno jednake. 
Ordinata OM jednaka je traženom momentu prevrtanja Mc ili pak njegovoj poluzi u 
ovisnosti o načinu izvedbe dijagrama. U zadnjem slučaju moment prevrtanja 
određuje se prema izrazu (2.8). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.5    Određivanje momenta prevrtanja pomoću dijagrama statičkog stabiliteta u ovisnosti o   
                   kutu  naplavljivanja 
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2.2 MEĐUNARODNA PRAVILA O STABILITETU BRODOVA 
 
 Međunarodna pravila koja obuhvaćaju sigurnost broda protiv prevrtanja dijele 
se na ona koja se odnose na neoštećeni, odnosno oštećeni brod. 
 Osim pravila međunarodnih organizacija kao što je IMO, pravila koja se 
odnose na sigurnost broda općenito ( a njima može biti obuhvaćeno i prevrtanje ) 
mogu biti nacionalna pravila, pravila klasifikacijskih društava, kao i pravila zemalja u 
čijim se vodama pojedini brod kreće ( “ Port State Control” ).  IMO pravila 
predstavljaju preporuke, a nacionalna pravila mogu ih učiniti obvezom. 
 
2.2.1   PRAVILA ZA NEOŠTEĆENI BROD [ 2,3 ] 
 
1. deterministička pravila – pravila izvedena iz iskustvenih i statističkih  podataka IMO 
Intact Stability Code ( Res.A.167),1968- potječe od radova Rahole ( 1939 ), iznešen 
je u poglavlju 2.1.3  u okviru općih kriterija stabiliteta neoštećenog broda SOLAS ’95. 
 
2. vjerojatnosna pravila – vremenski kriterij ( IMO Resolution A.562 metoda za 
procjenu rizika ),1985 -potječe od radova  Yamagate ( 1959 ) , iznešen je u poglavlju 
2.1.3 u okviru kriterija jakog vjetra i ljuljanja broda. 
 
3. pravila temeljena na izvedbi – na temelju numeričkih simulacija i modelskih 
ispitivanja ( IMO SOLAS  ’95  Rezolucija ). 
 
2.2.2   PRAVILA ZA OŠTEĆENI BROD [ 3,4,5 ] 
 
1.   deterministička pravila 
       SOLAS ‘90 
       Stockholmski dogovor 
 2.   vjerojatnosna pravila 
      Index – A proračuni, IMO Rezolucija A.265 ( VIII ) 
      Index – A proračuni, IMO Draft Harmonized Regulations ( SLF-42 ) 
      Index – A proračuni, Nordijski Projekt 
3.  pravila temeljena na izvedbi – na temelju numeričkih simulacija i  modelskih                  
ispitivanja SOLAS ‘90 
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Ova pravila uključuju kriterije koji trebaju biti zadovoljeni u stanju ravnoteže nakon 
oštećenja : 
- minimalan raspon od 150  iznad kuta ravnoteže koji ne smije premašivati 120  ako su  
naplavljena dva odjeljka ili 7 ako je naplavljen jedan odjeljak 
-  minimalna površina od 0.015 m rad ispod preostale krivulje GZ. 
-  minimalni preostali GM od 0.05 m sa maksimalnim GZ od barem 0.1 m, povećan 
ukoliko je nužno kako bi zadovoljio momente nagibanja uslijed djelovanja vjetra, 
pomicanja posade ili spuštanja čamaca za spašavanje. 
 
Stockholmski dogovor 
Zahtijeva da brod zadovoljava SOLAS ’90 kriterij  uz dodatne zahtjeve koji se tiču 
vode na palubi. 
 
Vjerojatnosna pravila 
Metoda se sastoji od proračuna postignutog indeksa potpodjele broda AI ( Attained 
Index of Subdivision )  
∑= isi ppAI                    ( 2.9 ) 
gdje je: 
pi – vjerojatnost da će taj odjeljak ili kombinacija odjeljaka na brodu biti naplavljeni  
ps i -  vjerojatnost da će brod preživjeti to naplavljivanje. 
Pri tome mora biti zadovoljeno: 
AI > RI 
gdje je RI zahtijevani indeks potpodjele koji je funkcija duljine broda, broja putnika i 
kapaciteta čamaca za spašavanje. Indeks RI postavlja zahtijevanu razinu sigurnosti, 
dok indeks AI predstavlja postignutu razinu sigurnosti. 
 
Specifičnosti proračuna Indeksa  
 
IMO Rezolucija A.265 
Ustanovljavanje pojednostavljenog odnosa između parametara okoline i onih koji se 
tiču stabiliteta za oštećeni brod i uslijed toga određivanje otpora prevrtanju za dano 
stanje mora. 
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Prihvaćen je sljedeći izraz : 
B
FMGfH efkritičris ()(
⋅= )                 (2.10) 
gdje je 
( Hs )kritični  – kritična značajna valna visina 
MGf     - metacentarska visina broda nakon naplavljivanja 
Fe    -  efektivno nadvođe 
Vjerojatnost da će brod s danom vrijednošću parametra stabiliteta preživjeti 
oštećenje na danom stanju mora bit će jednaka vjerojatnosti da neće premašiti 
(Hs)kritični. 
Rezolucija daje sljedeći izraz : 
B
MGF
kp feps
⋅⋅=                   (2.11)
             
Usklađena pravila ( SLF 42 ) 
4
max
max
s TPovršina
Površina
TRaspon
Raspon
TGZ
GZcp i ⋅=                (2.12) 
gdje je : 
c  - koeficijent statičkog nagiba 
GZmax   -  maksimalni GZ u konačnoj ravnoteži 
TGZmax  - ciljna vrijednost GZmax 
Raspon  - pozitivan raspon stabiliteta 
Površina  - površina ispod krivulje pozitivnog stabiliteta 
Tpovršina  -  ciljna vrijednost pozitivne površine 
 
Nordijski projekt 
 
Uz prethodno navedene učinke uključuje i učinke vode na palubi i pomicanja tereta. 
psi = psa psw                   (2.13) 
psa  -  vjerojatnost preživljavanja čistog gubitka stabiliteta , momenta nagiba, 
pomicanja tereta, kuta nagiba i progresivnog naplavljivanja  
psw – vjerojatnost preživljavanja vode na palubi kao rezultata djelovanja valova (može 
se izračunati izravno iz raspodjele valne visine što je opet temeljeno na kritičnoj 
valnoj visini ). 
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2.2.3 SPECIJALIZIRANA PRAVILA 
 Praksa je pokazala potrebu za ustanovljavanjem pravila specijaliziranih za 
pojedine tipove brodova. Primjer takvih pravila je   “Vremenski kriterij stabiliteta za 
ribarske brodove – IMO Torremolinos Convention ( za brodove veće od 24 m )” iz 
1993.godine [6]. 
  
2.2.4 UPUTSTVA POSADI BRODA 
 Osim pravila o stabilitetu broda od velike su važnosti i uputstva posadi broda 
[7].  Neka od njih su «Heavy Weather Guide» ( Harding,1965 ), « Summary of a 
Course in Shiphandling in Rough Weather» ( USCG, 1981 ), «Knight's Modern 
Seamanship» ( Noel, 1972), « IMO Assembly Resolution 1994, Guidance to the 
Master for Avoiding Dangerous Situations in Following and Quartering Seas» ( 
MSC/Circ.707 - temeljen na radu Takaishi-ja ( 1982 )).  
 
MSC / Circ.707 [8] 
Izložene su opasne vrste odziva broda na valove u krmu i valove u koso, opasni 
uvjeti za navigaciju te vodstvo za upravljanje brodom u tim uvjetima. Prije svega, 
brod treba zadovoljavati uvjete stabiliteta prema IMO A.167 i A.562. U uputstvima za 
izbjegavanje opasnih situacija objašnjenja su popraćena dijagramima iz kojih je 
vidljivo za koje kombinacije stanja mora, kursa broda u odnosu na valove, brzine 
broda i njegovih značajki se brod nalazi u opasnim područjima. 
 
2.3 KRITIČKI OSVRT NA POSTOJEĆA PRAVILA O STABILITETU BRODA 
2.3.1 OSVRT NA PRAVILA O STABILITETU BRODA PROTIV PREVRTANJA 
 Praktični kriteriji stabiliteta koji se primjenjuju pri osnivanju  brodova 
obuhvaćaju statički i dinamički stabilitet broda. Krivulja poluge momenta statičkog 
stabiliteta je glavni pokazatelj sposobnosti broda da se suprotstavi prevrtanju te kao 
takva predstavlja kriterij statičkog stabiliteta. Takav je pristup konzervativan. Uz ovaj 
glavni postavljaju se i  dodatni zahtjevi  koji obuhvaćaju zahtijevani iznos početne 
metacentarske visine, minimalni iznos poluge stabiliteta kao i  nagibni kut 
maksimalne poluge stabiliteta. Dinamički kriterij stabiliteta propisuje da rad povratnog 
momenta u mirnom moru mora biti veći od rada nagibnog momenta. Kao što je 
vidljivo, za složene dinamičke situacije koristi se statički proračun. Takvim se 
pristupom ignoriraju inercija i prigušenje.  Samo nelinearno dinamički pristup 
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odgovara realnoj situaciji te se pojedini problemi mogu pouzdano riješiti samo takvim 
pristupom. Pri uspostavljanju kriterija trebalo bi uzeti u obzir da prevrtanje ovisi o 
geometriji trupa, stanju krcanja, veličini broda, kursu, brzini broda te stanju mora. 
 Dodatni problem stvara prikladan odabir vanjskog nagibnog momenta. Odabir 
maksimalne vrijednosti bio bi na strani sigurnosti, ali bi utjecao u mnogome na druga 
važna svojstva broda. 
 
A.167   statistički kriterij    (1968)  [2] : 
 - početna metacentarska visina i dinamičke poluge stabiliteta trebaju 
zadovoljavati skup standarda koji se dobije empirički iz statističkih podataka 
 - jednostavno za korištenje 
 - teško poboljšati – nije temeljeno na fizičkom modeliranju 
 - nepoznat stupanj sigurnosti 
 - ne uključuje pomorstvene karakteristike broda, promjene trima, spregu 
različitih njihanja, sposobnost držanja kursa... 
 - statistički način korelacije daje prosječne vrijednosti koje uključuju i dobre i 
loše projekte ( na taj način su «kažnjeni» dobri projekti ) 
 - statistika prestaje biti pouzdan pokazatelj kada dolazi do promjena i inovacija 
u projektu brodova jer je temeljena isključivo na prethodnom iskustvu. 
 Ovaj je kriterij uspješan u osiguravanju stabiliteta konvencionalnih brodova koji 
nisu oštećeni. Modelska istraživanja ukazuju na to da se brodovi koji slijede ova 
pravila pretežno prevrću pri valovima iz krmenog smjera. 
 
A.562   vremenski kriterij   (1985)   [ 2 ] 
 - jednostavno za korištenje 
 - temeljeno na modelskim ispitivanjima (pojednostavljeno modeliranje uzima u 
obzir samo valove i vjetar u bok, a ne uvode se pomicanje tereta, voda na palubi i 
sl.), ipak moguće poboljšanje u nekoj mjeri 
- nepoznata razina sigurnosti 
- više ograničavajući od A.167 
Uvođenje vremenskog kriterija uz opći kriterij stabiliteta bitno je poboljšalo sigurnost 
plovidbe. Međutim, neke tvrdnje koje sadrži Vremenski kriterij su upitne kada se 
opseg primjenjivosti pravila proširi izvan prvobitnih granica. Praksa pokazuje da 
primjena ovog kriterija primjerice za velike putničke brodove daje preoštre kriterije što 
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upućuje na potrebu uspostavljanja posebnih pravila o stabilitetu za određene tipove 
brodova.   
Tako se na vremenski kriterij [9] postavljaju sljedeće zamjerke : 
θ1 se računa prema izrazu (2.3). Drugi korijen u tom izrazu je posljedica pretpostavke 
kvadratnog prigušenja ( Bertin ) koja je upitna, a X1 uključuje utjecaj B/d. Krivulja ovog 
utjecaja ima padajuću tendenciju i dobivena je na osnovi ispitivanja brodova različitih 
vrijednosti odnosa B/d. Međutim primjerice veliki putnički brodovi imaju B/d veći od 
granica za koje vrijedi ova krivulja te eventualna ekstrapolacija nije pouzdana. 
Nadalje, u izrazu za r (2.4) također OG primjerice velikih putničkih brodova nije u 
rasponu za koji je izraz postavljen što izaziva precjenjivanje valova. Za proračun 
perioda ljuljanja nije prikladna regresijska formula jer potcjenjuje učinak pomicanja 
visine vršne vrijednosti ljuljanja prema vršnoj vrijednosti spektra energije. Iznosi 
koeficijenta s uključuju pitanja koliko veliki val uzeti u obzir za uzbudu ljuljanja pri 
velikim amplitudama na valovima u bok. Postojeća pravila uzimaju u obzir valove od 
50 m visine što je nerealno. 
 Jedan od primjera slučajeva gdje postoji nedostatak pravila su brodovi s 
negativnim početnim stabilitetom. Sva postojeća pravila odnose se na brodove sa 
pozitivnim početnim stabilitetom. Ako brod izgubi pozitivni početni stabilitet te metode 
više nisu primjenjive zbog jake nelinearnosti krivulje stabiliteta broda na pojedinim 
dijelovima. To upućuje  na potrebu istraživanja ponašanja brodova s negativnim 
početnim stabilitetom kao i uspostavljanjem odgovarajućih pravila. 
 
2.3.2   OSVRT NA UPUTSTVA POSADI 
 Kriteriji  pri osnivanju broda i uputstva za upravljanje brodom koja se tiču 
stabiliteta pri teškim vremenskim uvjetima se tretiraju kao različite i odvojene teme.To 
upućuje i na nužnost uspostavljanja bolje komunikacije između projektanata i posade 
broda. Projektant bi trebao pružiti informacije kao što su : kako najbolje koristiti brod, 
kako identificirati i izbjeći rizik, kako smanjiti rizik koji je otkriven. Takva uputstva 
trebala bi sadržavati dvije vrste informacija : promjenu rizika na moru kao funkciju 
kursa i brzine broda kao i uputstva kada je sigurno izvesti manevar koji može 
sadržavati rizik od prevrtanja. Posada bi davala dragocjene povratne informacije koje 
bi sustavno poboljšavale postojeća uputstva. Napredak u numeričkim simulacijama 
kao i vjerojatnosnim analizama omogućuje razvoj uputstava za upravljanje brodom 
temeljenih na riziku.  
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2.3.3  OSVRT NA SPECIJALIZIRANA PRAVILA 
 Čak i pravila koja su specifična za pojedini tip broda ne uzimaju u obzir neke 
važne stavke. Primjerice, tzv. Torremolinos Konvencija za ribarske brodove ima 
sljedeće nedostatke : nisu uzete u obzir različitosti pojedinih geografskih područja tj. 
uvjeta na moru, nisu uzete u obzir vremenske razlike tijekom godišnjih doba, kriteriji 
su namijenjeni za uvjete potpune oluje (bilo bi bolje da postoje za blaže vremenske 
uvjete jer bi se posada više rukovodila njima), ne uzimaju u obzir formu broda, 
prisutnost ljuljnih kobilica i sl. Ovo upućuje na potrebu za uspostavljanjem još uže 
specijaliziranih pravila. 
 
2.3.4 POSTOJEĆE SMJERNICE ZA POBOLJŠANJE PRAVILA 
 Svaka promjena pravila prema IMO-u treba  omogućiti istu prosječnu razinu 
sigurnosti kao i postojeća pravila. Napredak u pravilima IMO-a je polagan sa 
prosječnim vremenskim intervalom 20 do 30 godina između znanstvene potvrde i 
praktične primjene. 
Kada se razmatra poboljšanje pravila uzima se u obzir [ 2 ] :  
- jednostavnost 
- ekonomske implikacije 
- povezanost sa inženjerskom praksom osnivanja broda 
Izvjesni radovi SLF-a ( Sub-Committee on Stability, Load Lines and Fishing Vessels ) 
upućuju na sustavne promjene stava prema stabilitetu neoštećenog broda u 
dugoročnom smislu. IMO je 2002. na SLF-u 45 i 2003. na SLF-u 46 napravio reviziju 
pravila za stabilitet neoštećenog broda te zaključio da su potrebne neke ispravke u 
vremenskom kriteriju kao i uključivanje u pravila dosad neuključenih fenomena ( tiču 
se djelovanja vjetra, upravljivosti ...). 
 
2.4 PREGLED SLUČAJEVA PREVRTANJA BRODOVA 
        Jedan od novijih primjera je prevrtanje dva trgovačka broda ( “Huayuansheng 
18” i  “Shunda Number 2” ) 13.10.2003. ispred sjeveroistočne obale Kine uslijed 
jakog vjetra.  
Poznatiji slučajevi iz nedavne prošlosti uključuju  [10,11]: 
- prevrtanje putničkog RO-RO broda Estonia 28.09.1994. u Baltičkom moru koje je 
uzrokovalo 852 ljudske žrtve. Brod se prevrnuo uslijed toga što je val otrgnuo 
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pramčanu rampu što je uzrokovalo naplavljivanje paluba i prevrtanje u svega 15 
minuta.  
- 6.3.1987. trajekt “Herald of Free Enterprise” je isplovio s otvorenom pramčanom 
rampom što je ubrzo izazvalo naplavljivanje paluba, a zatim prevrtanje uz 188 
ljudskih žrtava 
- 15.8.2000. kontejnerski brod “Dongedijk” prevrnuo se na mirnom moru uslijed 
prekrcanosti i drugih propusta posade 
- 1979. u kolovozu tijekom utrke “Fastnet Race” uzduž obala Irske i Velike Britanije je 
uslijed oluje i  valova došlo do potapanja 5 jedrilica nakon prevrtanja. 
Prema godišnjim izvješćima MAIB–a ( Marine Accident Investigation Branch ) 
statistički podaci o udesima na moru pokazuju [10]: 
 
Tablica 2.5   Udesi trgovačkih brodova u razdoblju 1994-2002 
 podaci se odnose na brodove pod zastavom  Velike Britanije od 100gt na više  
 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
Prevrtanje  -  - 5 - - 1 - 1 - 
Ukupan 
broj udesa 
249  236 251 237 217 159 141 133 122 
*vrste udesa osim prevrtanja : sudari, požari, nasukavanje, oštećenja opreme, naplavljivanje, 
sigurnosna ograničenja, navigacijska ograničenja, zatajenje uređaja, potapanje 
Tablica 2.6   Udesi ribarskih brodova 1994 - 2002 
 podaci se odnose na brodove pod zastavom  Velike Britanije  
 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 
Prevrtanje   9 7 9 8 11 15 4 3 5 
Ukupan 
broj udesa 
548 604 528 478 404 381 338 334 285 
 
Prema izvještaju Japana o pomorskim nesrećama statistički podaci pokazuju [ 11 ]: 
 Tablica 2.7  Udesi brodova u 2002. godini 
  podaci se odnose na brodove pod zastavom Japana  
Tip broda Broj prevrtanja Udio prevrtanja ( % ) Ukupan 
broj 
brodova 
Putnički 1 3% 37
Trgovački 3 1% 242
Brodovi za 
razonodu 
13 5% 212 
Ribarski 10 2% 502 
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3 LJULJANJE I PREVRTANJE BRODA 
 
3.1  JEDNADŽBA LJULJANJA BRODA 
 
 Jedan od glavnih uzroka prevrtanja broda na valovima je gubitak stabiliteta pri 
ljuljanju. Brod se opire prevrtanju unutarnjim povratnim momentom i sposobnošću 
disipacije energije putem prigušenja. Najčešći uzrok prevrtanju broda na bočnim 
valovima je pojavljivanje rezonancije ( podudaranje frekvencije ljuljanja broda i 
susretnih valova ) te u plitkoj vodi uslijed pojave tzv. razbijajućih valova ( vrlo strmi 
valovi koji udaraju u brod ) [12]. Ljuljanje broda na bočnim valovima se 
najjednostavnije može razmatrati kao gibanje jednostavnog njihala. Međutim, da bi 
se obuhvatila realna situacija u problem je nužno uvesti nelinearnosti. Postavit će se 
nelinearna jednadžba ljuljanja broda kako bi se predvidio njegov nelinearni odziv. 
 
SPREGA  LJULJANJA I OSTALIH STUPNJEVA SLOBODE GIBANJA 
 Ljuljanje broda na bočnim valovima prikazat će se diferencijalnom jednadžbom 
drugog reda s jednim stupnjem slobode. Učinci spregnutosti ljuljanja i  ostalih 
stupnjeva slobode gibanja će se zanemariti u daljnjem razmatranju [13]. Ovo se 
pojednostavljenje može opravdati time što ljuljanje ima jak utjecaj na prevrtanje i uz 
ostala poprečna spregnuta gibanja samo uslijed ljuljanja dolazi do jakih rezonantnih 
gibanja. Sprezanje sa ostalim gibanjima uzima se u obzir u posebnim situacijama. 
Što se tiče sprezanja ljuljanja i vertikalnih gibanja poznato je da su njihove prirodne 
frekvencije za konvencionalne brodove gotovo dvostruko veće od prirodne 
frekvencije ljuljanja. To znači da se pri bočnim valovima u području rezonancije 
ljuljanja ne očekuju velike amplitude poniranja i posrtanja. Međutim, neosporno je da 
sprezanje između ljuljanja i ostalih gibanja postoji te se ovisno o potrebi uzima u obzir 
( npr. sprezanje ljuljanja i zanošenja  kod «sloshinga» ( brod u oštećenom stanju, 
djelomično puni tankovi )). 
 
JEDNADŽBA LJULJANJA 
 Model ljuljanja može biti deterministički i stohastički [14]. Deterministička 
definicija obuhvaća stanje mora kao sinusoidalni val poznate amplitude, frekvencije i 
smjera. Matematički model sustava brod-val se prikazuje pomoću linearne 
diferencijalne jednadžbe sa konstantnim koeficijentima.  Obzirom da sinusoidalni 
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valovi ne postoje u stvarnosti realnije je prikazati rezultantnu valnu silu i vremenski 
ovisne koeficijente kao slučajne procese koji su rezultat djelovanja valovlja [15]. 
Jednadžba ljuljanja broda je rezultat ravnoteže vanjskih i unutarnjih momenata. 
Nelinearna jednadžba ljuljanja u općem obliku je  [16] : 
)(),( tfq =+ θθθ &&           (3.1 ) 
gdje je 
θ - kut ljuljanja 
Lijeva strana jednadžbe prikazuje hidrodinamička i hidrostatička svojstva trupa, a 
desna vanjsku uzbudu. 
Na odziv broda na valovima utječu :  
- odnos između prirodne frekvencije ljuljanja i susretne frekvencije valova 
- oblik trupa, stabilitet, ukupna težina i uzgon 
- nagib vala, HW  / lW gdje su HW  i lW valna visina i duljina 
- sposobnost prigušenja podvodnih dijelova trupa 
- susretna brzina vala  
Ako se drugi član u izrazu  ( 3.1 ) rastavi na komponente dobije se [ 13 ] : 
)()(),()( tMRDII xxxx =+++ θθθθδ &&        (3.2 ) 
gdje su : 
(Ixx + δIxx ) - zbroj momenta inercije trupa i momenta inercije dodane mase 
),( θθ&D  -  moment nelinearnog prigušenja 
)(θR   - nelinearni povratni moment 
)(tM   - uzbudni moment 
tj. nakon dijeljenja s momentom inercije :  
)(tfkd ii
i
i
i
i
=++ ∑∑ θθθ &&         (3.3 ) 
 
MOMENT INERCIJE 
Moment inercije je suma momenta inercije mase broda i momenta inercije dodane 
mase vode. Pretpostavlja se da je moment inercije dodane mase približno 
konstantan s frekvencijom pa se uzima da je i ukupni iznos inercije konstantan [3].  
Može se koristiti sljedeći izraz : 
gMG
IIT xxxxΔ
+= δπ2           (3.4) 
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MOMENT PRIGUŠENJA 
 Točnost predviđanja ljuljanja uvelike ovisi o točnosti određivanja koeficijenata 
prigušenja. Koeficijent prigušenja ljuljanja načelno ovisi o brzini broda, frekvenciji 
gibanja i amplitudi ljuljanja a ( o amplitudi ovise samo nelinearne komponente ) 
[17,18]. 
 U fizikalnom smislu prigušenje se može podijeliti na prigušenje uslijed 
stvaranja valova Dw (ω ),  prigušenje uslijed trenja  DF (V,a ), prigušenje uslijed 
stvaranja vrtloga (npr. iza ljuljnih kobilica ) DE(V,a ) uzgonsko prigušenje DU(V) [20]. 
 Ukupni se koeficijent  prigušenja može prikazati : 
),(),( NL aVDVDD += ω          (3.5 ) 
gdje DL predstavlja  linearne doprinose prigušenju ( tzv. koeficijent otpora ), a DN 
nelinearne. 
 
U upotrebi su sljedeći modeli momenta prigušenja  [19] : 
 θθθθ &&&& NDDD += L1 )(         (3.6 ) 
 θθθθθ &&& 2N2 ),( DDD L +=         (3.7 ) 
 3NL3 )( θθθ &&& DDD +=          (3.8 ) 
 32N
2
1N4 ),( θθθθθθ &&&& DDDD L ++=         (3.9 ) 
(opaska : svrha načina zapisa  θθ &&  je ta da se  promjenom predznaka brzine 
ljuljanja promijeni i predznak ovog izraza kako bi se osiguralo da se moment 
prigušenja uvijek suprotstavlja gibanju ). 
Izraz oblika (3.6) pretpostavio je još Froude rastavljanjem prigušenja na linearni i  
nelinearni kvadratični član. Pokusi prigušenja ljuljanja s modelima na mirnoj vodi pri 
malim amplitudama pokazuju da je moment prigušenja linearna funkcija kutne brzine 
(Himeno,1981) : 
θθ && LDD =                   (3.10 ) 
 
Kako amplituda gibanja raste, linearna ovisnost otpora gibanju o brzini se zamjenjuje 
kvadratnom funkcijom : 
2
Nθθ && DD =                   (3.11) 
Izraz ( 3.11 ) je nelinearan i obično se rješava iterativnim metodama.  
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Haddara [18] je pokazao da je puno jednostavnije taj izraz rastaviti na linearni i 
kubični ( vidi izraz 3.8 ), a Dalzell [18] i Senjanović [20]  pokazali su da su ta dva 
modela kvalitativno i kvantitativno ekvivalentna. 
 Koeficijenti momenta prigušenja mogu se odrediti pomoću pokusa stišavanja 
ljuljanja (aproksimiranjem krivulje stišavanja), a postoje i računalni programi [21] 
pomoću kojih je moguće odrediti ukupni koeficijent stišavanja ljuljanja : 
 
MG
DnD Δ= 2
ω                  ( 3.12 ) 
, te je izraz za bezdimenzionalni koeficijent prigušenja : 
)(
21
1
xxxx
D
xxxx II
MGn
II
dd δωδ +
Δ=+=               ( 3.13 ) 
Ako se koeficijent rastavi  na linearnu i nelinearnu komponentu (prema izrazu 3.6) 
dobiva se : 
θωθθθ &&&& DNL 2ndd =+                ( 3.14 ) 
Ako se umjesto nD uvrsti nDp ( potencijalni koeficijent ) i nDv ( viskozni koeficijent ) 
slijedi : 
θωθθθ φ &&&& )(2 vpNL DD nndd +=+               ( 3.15 ) 
Separacijom linearnog i nelinearnog dijela lijeve strane jednadžbe i izjednačavanjem 
s odgovarajućim izrazima na desnoj strani dobije se : 
dL = 2nDpω                            ( 3.16 ) 
a
nd D vN
2=                 ( 3.17 ) 
gdje se nDp i nDv mogu odrediti numerički za određeni tip broda. 
 
 Osim ovakvih razmatranja prema [22] predlaže se primjena proširenog 
prostora stanja. Smatra se da je uzimanje da su dodana masa i prigušne sile samo 
funkcije brzine i akceleracije ljuljanja nedostatno, te da je potrebno uzeti u obzir da su 
te sile rezultat radijacije valova čija su svojstva funkcija frekvencije gibanja pa 
predlažu da se ta ovisnost uzme u obzir. Smatra se da je to važno za prolazni odziv 
broda kod monoharmonijske uzbude i stacionarni odziv kod poliharmonijske uzbude. 
Modeliranje prolaznog odziva smatra se posebno važnim kod nelinearnih sustava 
gdje se mogu pojaviti višestruka stacionarna stanja. 
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 POVRATNI MOMENT 
 Povratni moment je funkcija forme podvodnog dijela broda. Obično se 
prikazuje kao polinom koji se sastoji od neparnih potencija kuta ljuljanja ( ako je brod 
simetričan i u uspravnom položaju) [16,17].   
m
mkkkkR θθθθθ ++++= ...)( 55331              ( 3.18 ) 
U literaturi se može naići na polinome trećeg, petog i sedmog stupnja. 
Koeficijenti ovog polinoma određuju se tako da na najbolji mogući način 
aproksimiraju krivulju poluge stabiliteta. Krivulja poluge stabiliteta određuje se prema 
izrazu : 
θθ sin)(cos BB zzyGZ G −−=              ( 3.19 ) 
gdje su  
yB - poprečni položaj težišta istisnine 
zG ,zB - vertikalni položaj težišta istisnine i težišta sustava 
te je naposljetku : 
GZgR Δ=)(θ                          ( 3.20 ) 
Prema [19] predlaže se određivanje koeficijenata polinoma iz statičkih i dinamičkih 
karakteristika krivulje stabiliteta ( metacentarska visina, kut gubitka stabiliteta, 
površina ispod krivulje poluge stabiliteta do kuta gubitka stabiliteta ). Izrazi za ove 
koeficijente su : 
MG
d
GZdR == θ
)(
1                 ( 3.21 ) 
)3(4 2v4
v
3 vMGAR θθ θ −=                ( 3.22 ) 
)4(3 2vv65 θθ θ MGAR v
−−=                ( 3.23 ) 
gdje su : 
θv - kut gubitka stabiliteta 
Aφv - površina ispod krivulje stabiliteta do kuta gubitka stabiliteta 
 
 Prema [23]  povratni moment aproksimira se linearno  po segmentima krivulje 
stabiliteta ( djelomično linearni povratni moment ). 
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 U izraz za povratni moment može se uzeti u obzir i utjecaj varijacije povratnog 
momenta  u vremenu [24]: 
)()~coscos1( θωχ RteR+                ( 3.24 ) 
gdje su : 
eR  - amplituda varijacije povratnog momenta 
χ  -   kut napredovanja 
 
POVRATNI MOMENT OŠTEĆENOG BRODA 
Oštećeni brod zauzima nagnuti statički položaj uslijed naplavljivanja nekih odjeljaka, 
pomicanja tereta i sl.  
 Diferencijalna jednadžba gibanja u tom slučaju može imati  oblik [25] : 
 )()1)(1( 22D
22
D tMRD =−−−+ θβθαθθθ &&            ( 3.25 ) 
gdje su αD i βD koeficijenti. 
a  prema [24] diferencijalna jednadžba ljuljanja nagnutog broda je 
[ ] )(cos1)1( tMtGD H =+−++ ωθθθθ &&             ( 3.26 )  
gdje je : 
g
H
G WH
2ω−=                ( 3.27 ) 
 
VALNA UZBUDA 
 Valovi su očito glavni faktor koji utječe na dinamički stabilitet broda tako da je 
odabir načina modeliranja valne uzbude vrlo važan. Hidrodinamička svojstva valova 
mogu se definirati pomoću harmonijske funkcije koja je  sinusoidalna za valove malih 
amplituda.  
Deterministička ( monoharmonijska ) funkcija uzbude je [17] : 
tatf ωcos)( =               ( 3.28 ) 
Pri tome je izraz za amplitudu : 
W
W
l
H
Ia πωα 200=               ( 3.29 ) 
gdje je:           
α0   - efektivni valni nagib 
Početni izraz je moguće proširiti uzimanjem u obzir brzine broda i kuta napredovanja   
(kut između smjera broda i smjera napredovanja vala pri brzini cw).  
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)cos(sin)( 200 tl
H
Itf e
W
W ωχπωα=              ( 3.30 ) 
gdje je ωe susretna frekvencija  
χωωω cos
2
g
V
e −=                ( 3.31 ) 
 Brod koji plovi određenom brzinom susreće valove pri različitim frekvencijama 
ovisno o brzini i relativnom smjeru prema valovima. Oblik vala i njihov geometrijski 
učinak na brod ne mijenjaju se promjenom brzine već samo frekvencija. 
Transformacija valnih frekvencija u susretne frekvencije ovisi o valnoj  duljini, brzini 
napredovanja, relativnom smjeru valova i brzini broda. Ovom se transformacijom 
spektralne gustoće S(ω) mogu pretvoriti u odgovarajuće S(ωe) [26]. Više valne 
frekvencije ( kraće valne duljine ) rezultiraju negativnim susretnim frekvencijama što 
upućuju na to da brod prestiže valove. 
 Klasičan model morskih valova se temelji na Fourierovom prikazu stohastičkih 
procesa. Stohastički proces je slučajna funkcija vremena čija je svaka vrijednost 
slučajni broj. Stohastički procesi imaju beskonačan broj mogućih realizacija [27]. 
 Stacionarno svojstvo stohastičkih procesa je takvo da su vjerojatnosne 
karakteristike određene u različitim vremenskim trenucima iste. Tako da je dovoljno 
odrediti jednodimenzionalne vjerojatnosne karakteristike stacionarnog stohastičkog 
procesa kako bi se vjerojatnosne karakteristike mogle odrediti u bilo kojem 
vremenskom trenutku. Stacionarni stohastički proces je ergodičan ako su 
vjerojatnosna svojstva jedne dovoljno duge realizacije ista u svim realizacijama u 
nekom vremenskom trenutku ( pojam dovoljno duge realizacije je maksimalna duljina 
realizacije koja se može naći u prirodi tj. period kvazistacionarnih vremenskih uvjeta 
može varirati od nekoliko sati do 7 dana )[28].   
U tom slučaju  preporuča se  poliharmonijska uzbuda koja predstavlja sumu 
harmonika:  
∑
=
+= 2
1
)cos()( nn
N
Nn
S tncatf εω               ( 3.32 ) 
gdje su [17]: 
cSn - spektralni koeficijent, normalizirana amplituda uzbudnih harmonika 
εn - slučajni fazni kut čija je vjerojatnost pojavljivanja jednoliko   
  raspodijeljena od 0 do 2π 
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Slučajni fazni kutovi su mjerodavni za stvaranje nove realizacije. Svaki put kada se 
izračuna ovaj skup kutova stvori se nova realizacija valnog procesa. Sve ove 
realizacije će ipak dati isti spektar uzbude, jer se njihove amplitude ne razlikuju. 
)(22n ωω nSH =                          ( 3.33) 
2W )(
2
ω
π
n
gl n =                 ( 3.34 ) 
χωωω cos)(
2
e g
Vnn −=               ( 3.35 ) 
Spektar se definira izrazom [25 ]  
∫∞
∞−
= τωττπω dwS Ww cos)(2
1)(               ( 3.36 ) 
gdje je korelacijska funkcija za ww(t) : 
{ })()(_ τ+= tftfEfunkcijakakorelacijs              ( 3.37 ) 
Ako se koristi linearna valna teorija za postavljanje odnosa spektra valova i 
uzbudnog spektra ljuljanja dobije se : 
)()()( 2 ωωω wSHS =                ( 3.38 ) 
gdje je H(ω) prijenosna funkcija. 
 
 Desna strana jednadžbe ljuljanja može osim momenta valne uzbude 
sadržavati i M0, konstantni moment nagiba kako bi se uzeo u obzir konstantni nagib 
θs uslijed djelovanja vjetra, pomicanja tereta i sl. [20]. 
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TRANSFORMACIJA SUSRETNE FREKVENCIJE 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 3.1   Opis smjera nailaska valova 
 
Izraz za frekvenciju preko susretne frekvencije je [29]  
g
V
g
V
e
χ
χω
ω
cos2
cos411 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−±
=                 (3.39) 
Za ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ χω cos4
g
V
e  > 1 ( realne vrijednosti ω ) postoje sljedeće varijante : 
VALOVI U BOK 
ω = ωe   
Susretna frekvencija je pozitivna. 
 
VALOVI U PRAMAC  ( 
2
3
2
πχπ <<  ) 
Kosinus kuta je negativan tj. susretna frekvencija je uvijek pozitivna. 
 
VALOVI U KRMU      ( 
2
3,
2
πχχπ >>  ) 
Postoje sljedeće varijante : 
ωe<0   -  brod pretječe valove 
ωe=0 - tzv. “surfing” 
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ωe>0   - valovi pretječu brod 
 
Zadnji slučaj može izazvati probleme, a njegov utjecaj na ljuljanje je poprilično velik.  
Utjecaj susretne frekvencije može se uočiti i na spektru valova. Energija unutar 
spektra mora biti sačuvana tj. vrijedi : 
( ) ( ) ωωωω dSdS ee =                 (3.40) 
Spektar susretne frekvencije postaje : 
( ) ( )
χω
ωω
cos21 V
g
SS e
−
=                (3.41) 
Spektar ima singularitet u točki : 
χω cos2V
g=                  (3.42) 
U toj točki je susretna frekvencija : 
χω cos4V
g
e =                  (3.43) 
Postoje dva slučaja: 
a )  za 
2
3
2
πχπ <<  vrijedi  
ωe>0 za ω>0 i ωe>ω za ω>0 
b ) za 
2
3,
2
πχχπ >>  vrijedi 
ωe<0 za ω<0 i  χω cosV
g<  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 3.2 Prikaz ovisnosti susretne frekvencije o uzbudnoj frekvenciiji 
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3.2 NAČINI PREVRTANJA BRODA 
 
          U [12] se upućuje  na sljedeće  načine prevrtanja : 
 
Statički gubitak stabiliteta 
 Gubitak poprečnog stabiliteta broda na valnom brijegu. Javlja se najčešće pri 
brzini broda prema naprijed, a valovima u krmu ili u koso u krmu pri niskim susretnim 
frekvencijama. Dolazi do nesimetričnog zastajkivanja čak i u slučaju 
monoharmonijske uzbude. Brod provodi više vremena na valnom brijegu nego na 
dolu što u konačnici može dovesti do «surf-ridinga» . Naime, ukoliko brod ima 
privremeno smanjenu ( ili čak negativnu ) polugu statičkog stabiliteta može doći do 
fenomena da brod bude prisiljen gibati se brzinom valova.  
 
Dinam ički gubitak stabiliteta 
 Do njega dolazi uslijed ekstremnog ljuljanja i nedostatka povratne energije 
uslijed raznih uvjeta. Sljedeće se pojave povezuju s ovim načinom prevrtanja : 
 
Dinamičko ljuljanje 
Do njega dolazi pri sljedećim uvjetima : brzina broda prema naprijed, valovi u koso 
prema krmi, svih šest stupnjeva slobode gibanja je spregnuto. Dolazi do asimetričnog 
ljuljanja : brod se naginje jako na jednu stranu u fazi s valnim brijegom na sredini 
broda te se  naginje na drugu stranu u fazi s  valnim dolom s kraćim periodom i 
manjom amplitudom. Period ljuljanja može bitno premašivati prirodni period ljuljanja 
broda. 
 
Parametarska uzbuda 
Uzrokuju je vremenski promjenjive karakteristike povratnog momenta. Periodičke 
promjene u statičkoj poluzi tijekom ponavljanog prolaza kroz valni brijeg pa dol mogu 
uzrokovati nestabilno ljuljanje velikih amplituda  pri jednoj polovini prirodnog perioda 
[24]. Ljuljanje je simetrično, a valna duljina proporcionalna duljini broda. U takvim 
uvjetima tzv. parametarsko ljuljanje ( «low cycle resonace» ) može dovesti do 
prevrtanja. Javlja se pri valovima u pramac i krmu. Uzrok mogu biti kratki susretni 
valni periodi ili slučaj kada je početna metacentarska visina mala te su prirodni 
periodi ljuljanja vrlo dugački. 
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Rezonatna uzbuda  
Može doći do ljuljanja velikih amplituda kada je uzbuda jednaka ili blizu prirodne 
frekvencije. Uvjeti rezonancije ljuljanja su određeni kombinacijom karakteristika 
krivulje GZ, raspodjele težina, prigušenja, kuta napredovanja, brzine broda te valne 
duljine i širine. 
 
Udarna uzbuda  
Strmi, razbijajući val može uzrokovati jako ljuljanje i može u potpunosti prekriti brod. 
Udar ovakvog vala u bok broda može dovesti do ekstremnog ljuljanja i prevrtanja.  
 
Bifurkacije 
U laboratorijskim uvjetima odziv ljuljanja može imati skok iz jednog stacionarnog 
stanja u drugo pri istoj frekvenciji, a uslijed naglog poremećaja.  
 
«Broaching» 
Ova se pojava odnosi na održavanje kursa na valovima [31]. Predstavlja neželjenu, 
naglu promjenu amplitude kuta napredovanja uslijed valova, tj. brod unatoč radu 
kormilarskog sutava ne može održati kurs. Centrifugalna sila uslijed zaošijanja može 
uzrokovati prevrtanje. Karakteristično se pojavljuje pri većim brzinama broda ili pri 
niskim brzinama uslijed sukcesivnog pretjecanja valova.  
 
Ostali utjecaji 
Na prevrtanje broda mogu uz navedene pojave dodatno utjecati : 
- voda na palubi 
- privremeno naplavljivanje palube 
- učinci slobodne površine i udari tekućine u djelomično punim tankovima 
- uranjanje ruba palube može dovesti do gubitka površine vodne linije i poluge 
stabiliteta 
- utjecaj vjetra uz utjecaj valova ( valovi u bok ) 
- pomicanje tereta kao posljedica ljuljanja može uzrokovati prevrtanje  
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4 METODE PRORAČUNA LJULJANJA I PREVRTANJA BRODA 
 
4.1   UVOD 
 
 Jedan od glavnih uzroka prevrtanja broda je gubitak stabiliteta broda pri 
ljuljanju. Za rješavanje problema ljuljanja može se koristiti linearni i nelinearni pristup. 
Linearni pristup primjenjuje se za male amplitude ljuljanja, a problem se rješava 
spektralnom analizom. Spektar energije valova definiran u frekvencijskom području 
se transformira u područje susretne frekvencije, a isto se napravi i s prijenosnom 
funkcijom ljuljanja. Nakon toga se spektar energije ljuljanja dobije množenjem svake 
spektralne ordinate kvadratom spektralne prijenosne funkcije. Naposljetku se spektar 
energije ljuljanja transformira iz područja susretne frekvencije u područje valne 
frekvencije.  
 Ljuljanje broda pri većim amplitudama ( a takve situacije dovode do prevrtanja) 
je nelinearni problem te se rješava u vremenskom području. 
 Jednadžba ljuljanja može se postaviti za harmonijski val ili morske valove. 
Problem ljuljanja može se analizirati u frekvencijskom i vremenskom području te 
pomoću metoda dinamike nelinearnih sustava. Analiza u vremenskom području je za 
ovaj problem prihvatljivija od analize u frekvencijskom području, a nedostatak je 
potreba za izvođenjem velikog broja realizacija u svrhu određivanja vjerojatnosti 
prevrtanja. 
 Za analizu dinamičkog ponašanja nelinearnih sustava tj. nelinearnih oscilacija 
pa time i ljuljanja broda razvijene su sljedeće metode [32,33] 
-   perturbacijska metoda  [34] 
-   metoda višestrukih vremenskih mjerila ( Nayfeh, Khdeir 1986 ) 
-   metode vremenskog uprosječavanja   
-   Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky metoda  (Cardo, Francescutto, Nabergoj  1981) 
-   metoda ravnoteže harmonika  (Minorski 1962) 
-   metoda harmonijskog ubrzanja ( Senjanović 1994 ) 
-   Galerkinova metoda  
 
 U posljednje vrijeme sve više na važnosti dobiva pristup izravnog određivanja 
vjerojatnosti prevrtanja bez ponavljanja slučajnih realizacija u vremenskom području. 
Vjerojatnosni pristup zahtijeva rješavanje brojnih problema koji uključuju i proračun 
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vjerojatnosti prevrtanja u danom vremenskom intervalu. Opis morskog valovlja je 
također vjerojatnosni.  
 Prevrtanje broda je u statističkom smislu rijedak događaj. Postoji više slučajnih 
faktora koji utječu na pojavu prevrtanja : morski valovi i vjetar, brzina i kurs broda 
relativno prema vjetru, pozicija težišta broda za vrijeme oluja itd. Potrebno je 
poznavati moguće načine prevrtanja kao i međuodnose pojedinih utjecajnih 
parametara temeljene na rezultatima modelskih ispitivanja i numeričkih simulacija. 
Istraživanja koja koriste modele zajedno s teorijskim razvojem u dinamici nelinearnih 
sustava dovela su do poboljšanog razumijevanja i uvida u prirodu procesa prevrtanja 
broda. 
 Vjerojatnost pretpostavlja beskonačno vrijeme osim ako nije drugačije 
navedeno tj. stohastički proces traje beskonačno vremensko razdoblje. Međutim, 
stvarni rizici su strogo ovisni o vremenu izloženosti. 
Kako bi se usporedila sigurnost dva broda sa stanovišta stabiliteta uvodi se 
integralna mjera [35]: 
T
dtt
λ
T
∫
= 0
insR,
R
)(λ
                  ( 4.1 ) 
gdje je : 
λR - funkcija rizika ( prosječna u vremenu ) 
λR,inst - funkcija rizika ( u datom trenutku ) 
 
Vjerojatnost neprevrtanja tijekom perioda T može se izraziti pomoću : 
[ ]TXp Rs exp)( λ−=                   ( 4.2 ) 
Vjerojatnost neprevrtanja za jedan brod primijenjena na čitavu flotu daje vrlo 
nepouzdane rezultate. Iz toga slijedi da vjerojatnost neprevrtanja ne može poslužiti 
kao pouzdan kriterij stabiliteta. Boljim se odabirom čini funkcija rizika koja nema 
navedeni nedostatak jer je povezana eksponencijalno s vjerojatnošću neprevrtanja. 
 Za pouzdan proračun nužno je uzeti u obzir promjene u vremenskim uvjetima i 
stanjima opterećenja broda tijekom službe tako da je potrebno računati prosječnu 
vrijednost funkcije rizika za sva stanja. 
 Vremenski period se podijeli na intervale u kojima se vremenski i radni uvjeti 
smatraju stacionarnima. Taj se interval naziva pretpostavljenom situacijom i 
označava si. Funkcija rizika u tom intervalu je također konstantna i označava se sa 
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λR*( X | si ). Da bi se dobila prosječna vrijednost u vremenu potrebno je uzeti u obzir 
sve vremenske intervale.  
∑
=
⋅=
n
i
ii sXsp
1
RaR, )(*)( λλ                  ( 4.3 ) 
gdje je : 
λR,a  - prosječna vrijednost funkcije rizika 
λR( X⏐si )  – funkcija rizika za pretpostavljenu situaciju 
p( si )   - vjerojatnost pojavljivanja i – te pretpostavljene situacije 
 
  Pojedino stanje krcanja broda označava se sa lj. Sada funkcija rizika od 
prevrtanja glasi λR( X| si, lj ).  
∑
=
⋅=
m
j
jiiji lsXslpsX
1
RR ),()()(* λλ               ( 4.4 ) 
p (lj | si )    - vjerojatnost da će se tijekom situacije si zateći stanje krcanja lj  
λR(X⏐si,lj )  – funkcija rizika za pretpostavljenu situaciju i stanje krcanja 
 
Konačni izraz za prosječnu vrijednost funkcije rizika je : 
∑ ∑
= =
⋅=
n
i
m
i
jiijia lsXslpsp
1 1
RR, ),()()( λλ              ( 4.5 ) 
 
 Vjerojatnost prevrtanja u jedinici vremena dana je vjerojatnošću 
pretpostavljene situacije, vjerojatnošću određenog stanja krcanja broda i funkcijom 
rizika od prevrtanja pri konstantnim radnim i vremenskim uvjetima kao i stanju 
krcanja. Vremenska simulacija smatra se prikladnim alatom za proračun varijance 
ljuljanja ili  gustoće raspodjele. 
 
 Metode za proračun vjerojatnosti prevrtanja su [35] : 
- analiza u faznoj ravnini ( Sevastianov 1979, Umeda 1992 ) 
- granica dinamičkog nagiba ( Dudziak 1978, Bielanski 1994 ) 
- stabilnost gibanja ( Price 1975  ) 
- metode nelinearne dinamike ( Hsieh 1994, Lin i Solomon 1995 ) 
- diskretizirana linearna metoda ( Belenky 1994 ) 
- teorija Markovljevog procesa ( Roberts 1982 ) 
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Da bi se neka metoda mogla učinkovito koristiti potrebna je : 
- dostupnost ulaznih podataka 
- dovoljna točnost proračuna za praktične svrhe i izračune 
- mogućnost jednostavnog tumačenja izlaznih podataka za potrebe pravila 
 
 
4.2 METODA HARMONIJSKOG UBRZANJA 
 
 Metoda je bila prvobitno uspostavljena za analizu prolaznih vibracija [36,37] a 
zatim je proširena na probleme nelinearne dinamike. Ova metoda obuhvaća proračun 
u vremenskom području. Diferencijalna jednadžba ljuljanja [16] se pretpostavi u 
obliku  (3.3) uz d1 i d3 te k1, k3 i k5.  Jednadžba ljuljanja  se transformira u  
pseudolinearni oblik. 
),,(2 2 θθψθωθξωθ &&& t=++                           ( 4.6 ) 
gdje je pseudouzbuda: 
i
i
i
i
i
i
kdtft θθωθθξωψ ∑∑
==
−+−+=
5,3,1
2
3,1
)2()()( &&               ( 4.7 ) 
),()()( θθψ &gtft +=                   ( 4.8 ) 
Ova se jednadžba integrira postupkom «korak po korak» uz pretpostavku ubrzanja u 
harmonijskom  obliku u svakom vremenskom koraku : 
tvtu iii ωωθ sincos +=&                  ( 4.9 ) 
Postavljanje ovog izraza u trenucima ti i ti+1 daje ( prikladan vremenski korak je 
potrebno odabrati ):  
{ }
{ }
{ }{ } ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧=⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
+++ 111 sincos
sincos
i
i
ii
ii
v
u
tt
tt
θ
θ
ωω
ωω
&
&
              ( 4.10 ) 
Inverzija daje izraze za nepoznanice:        
{ }
{ }
{ }{ } ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−
−=
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
++
+
11
1
coscos
sinsin
sin
1
i
i
ii
ii
tt
tt
tv
u
θ
θ
ωω
ωω
ωδ &
&
            ( 4.11 ) 
Uvrštavanjem (4.11) u (4.9) i uzimanjem da je t=ti + τ te korištenjem osnovnih 
trigonometrijskih transformacija dobiva se interpolacijski vektor ubrzanja : 
{ } { } { } 1sinsinsinsincoscoscos ++⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −= ii tttt θωδωτθωδωτωδωτωδθ &&&             ( 4.12 ) 
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Pomoću ovog izraza moguće je odrediti vektore kuta ljuljanja i brzine ljuljanja : 
{ } { } { } { } 1sincos1sincos1cossincos +−+⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −−+= iii ttttt θωδω ωτθωδωτωδωδωωδθθ &&&&           ( 4.13 ) 
{ } { } { } { } { } 122 sinsinsinsincoscos1cos +−+⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −+−++= iiii tttt θωδω ωτωτθωδωτωτωδωτωωδθτθθ &&&         ( 4.14 ) 
Na kraju intervala δt ovi izrazi postaju : 
{ } { } { } { } 11 sincos1sincos1 ++ −+−+= iiii tttt θωδω ωδθωδω ωδθθ &&&&             ( 4.15 ) 
{ } { } { } ( ){ } { } 1221 1sin111 ++ ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −+−+= iiiii ttttctgt θωδωδωθωδωδωθδθθ &&&          ( 4.16 ) 
Iz ove se dvije jednadžbe eksplicitno odrede vektori brzine i ubrzanja : 
{ } [ ] { } { }( ) [ ]{ } [ ]{ }iiiii wtwwt θθθθδθ &&& 43111 1 Δ−−−= ++             ( 4.17 ) 
{ } [ ] { } { }( ) [ ]{ } [ ]{ }iiiii wwtwt θθθθδθ &&& 321221 11 −Δ−−= ++            ( 4.18 ) 
gdje su : 
)cos1(
5
1 tw
tw ωδωδ −=               ( 4.19 ) 
t
w
tw ωδδω sin
5
22
2 =                ( 4.20 ) 
( )ttt
w
w ωδωδωδ cossin1
5
3 −=              ( 4.21 ) 
)sincos22(1
5
4 ttttw
w ωδωδωδωδ −−=             ( 4.22 ) 
ttw ωδωδ sin5 −=                ( 4.23 ) 
Algoritam se temelji na izrazu : 
{ } [ ]{ } { } kiiki YOYUY 111 +++ +=               ( 4.24 ) 
gdje je i  vremenski korak, a k  redni broj iteracije 
 
Potrebno  je odrediti vektor stanja u trenutku ti+1. U tu svrhu definiraju se početni 
uvjeti : 
0)0( θθ =  
0)0( θθ && =  
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U prvom se koraku uzmu vrijednosti ti, te se iterira dok se ne zadovolji jednakost u 
zadanim granicama tolerancije s uvjetom da se zadnje stanje u trenutku ti  uzima kao 
početno u ti+1.  
Pri tome su : 
{ }
⎪⎭
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=
θ
θ
θ
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&Y   - vektor stanja      
{ }
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=
2
2
1
4
1
1
t
w
t
w
Q
O
δ
δ  - vektor opterećenja 
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2
22
4
2
2
1
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2
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4
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Q
Q
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Q
Q
t
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Q
Q
t
ww
Q
Q
t
w
Q
Q
t
w
Q
Q
Q
Q
Q
Q
U
δδδδ
δδδδ   - prijenosna matrica 
2
21
1 2 t
w
t
wQ δδξω +=                 ( 4.25 ) 
t
wwQ δξω
2
32 2 +=                 ( 4.26 ) 
343 2 wtwQ += δξω                 ( 4.27 ) 
2
212
4 2 t
w
t
wQ δδξωω ++=                ( 4.28 ) 
 
Činjenica da se vektor kuta i brzine ljuljanja dobivaju simultano primjenom ove 
metode olakšava prikaz u faznoj ravnini. 
 
4.3 METODA RAVNOTEŽE HARMONIKA 
 
 Metoda ravnoteže harmonika rješava problem u frekvencijskom području. 
Diferencijalna jednadžba ljuljanja  pretpostavljena je pod (3.3) uz d1, d3 i k1, k3. Ako je 
funkcija uzbude periodička može se razviti u Fourierov niz sa periodom T ( suma 
neparnih harmonika ) [38,39,40]: 
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∑∑ ∞
=
∞
=
++=
11
0 sincos)(
n
n
n
n tnbtnqqtf ωω             ( 4.29 ) 
Ako se prethodni izraz koristi za uzbudu, onda se funkcija odziva može pretpostaviti 
isto u harmonijskom obliku : 
∑∑ ∞
=
∞
=
++=
3,13,1
0 sincos
n
n
n
n tnZtnGG ωωθ              ( 4.30 ) 
Nepoznati koeficijenti se određuju putem metode uravnoteženja harmonika. Razvoj 
kubičnog izraza funkcije pomaka uz primjenu osnovnih trigonometrijskih izraza je: 
∑∑∑ ∑
∑ ∑
∞
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∞
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        ( 4.31 ) 
∑ ∑∞
=
∞
=
Γ+Γ+Γ=
1 1
)3,1()3,1()3,1(
0
3 sincos
n n
sncn tntn ωωθ&             ( 4.32 ) 
gdje su : 
∑ ∑∞
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=+=Γ
1 1
2
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22)2,0(
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1)(
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j j
jjj CZG               ( 4.33 ) 
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njjnjjjnjsn ZGZGZG              ( 4.35 ) 
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 Uvrštavanjem (4.30), (4.31) i (4.32) u (3.3) i izjednačavanjem harmonika istog 
reda dobije se sustav nelinearnih algebarskih jednadžbi : 
n=0 ( ) 0)3(0300)2(020 3 qGG H =Γ++Γ+ κω              ( 4.42 ) 
n≥1  ( ) ncncnnnH qGZnGGn =Γ+Γ+++− )3()2(00202220 323 ωξωκωω  
 ( ) nsnsnnHn bGZGnGn =Γ+Γ++−+− )3()2(02022200 33~2 κωωωξω          ( 4.43 ) 
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gdje je : 
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               ( 4.44 ) 
 
 Izrazi (4.42) i (4.43) definiraju u potpunosti problem u frekvencijskom području. 
Svaki par jednadžbi za n-ti harmonik predstavlja dva polinoma trećeg reda s tri 
moguća para rješenja. Javlja se velik broj potencijalnih rješenja. No, od interesa su 
glavna rješenja tj. trostruka rješenja za određeni harmonik i prvo rješenje za 
preostale harmonike. 
 Npr., za određivanje moguća tri rješenja odabere se k-ti harmonik. Prvo od tri 
rješenja može se dobiti inkrementalnim postupkom. Prvo je potrebno izdvojiti Gn i Zn 
iz izraza ( 4.42) preko zbrojeva iz ( 4.43 ). 
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gdje je m≠n i vrijedi : 
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Uvrštavanjem (4.41) i (4.43) u (4.39) par jednadžbi za n-ti harmonik je oblika : 
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gdje su : 
2220
2
0
222
022
2120021
1220012
1120
2
0
222
011
33
32
32
33
kGGGnK
kZGnK
kZGnK
kGGGnK
nHH
nH
nH
nH
+−+−=
++−=
++=
+++−=
κκωω
κωξω
κωξω
κκωω
           ( 4.49 ) 
gdje je : 
[ ])()()(1 2)3(2)3()3(11 nncnnncnncn
n
ZGZGG
G
k Γ+Γ+Γ=  
[ ])()(1 )3()3(12 nncnncn
n
ZGZ
Z
k Γ+Γ=               ( 4.50 ) 
[ ])()(1 )3()3(21 nnsnnsn
n
ZGG
G
k Γ+Γ=  
[ ])()()(1 2)3(2)3()3(22 nnsnnnsnnsn
n
ZGZGZ
Z
k Γ+Γ+Γ=  
),(),(3 )3()2(0 mmcnmmcnnn ZGZGGq Γ−Γ−=Π  
                  ( 4.51 ) 
),(),(3 )3()2(0 mmsnmmsnnn ZGZGGb Γ−Γ−=Ω  
 
Θ
Θ=Θ
Θ= BnAn ZG ,                 ( 4.52 ) 
1222 KK nnA Ω−Π=Θ  
2111 KK nnB Π−Ω=Θ                ( 4.53 ) 
21122211 KKKK −=Θ  
)2(
0
2
0
2
0
)3(
0
0 3Γ++
Γ−=
G
qG
H
o
κω                ( 4.54 ) 
 
Kada se dobiju G0, Gn i Zn moguće je odrediti višestruka rješenja za Gk i Zk. Polinomi 
Gk i Zk predstavljaju jednadžbe dviju krivulja. Koordinate Gk i Zk u sjecištu ovih dviju 
krivulja predstavljaju konačno rješenje.  
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4.4  METODA KRYLOV -BOGOLIUBOV- MITROPOLSKY 
 
 Ova je metoda  kombinacija  uprosječavanja, varijacije parametara i 
perturbacije. Primjenjuje se za uzbudu na harmonijskom valu. Jednadžba ljuljanja 
postavi se u obliku (3.3 ) s koeficijentima d1, d3 i k1, k3  [41,42,43]. U danu se jednadžbu 
uvedu sljedeće supstitucije : 
 ξ=εpΞ 
a=εp1/2Ψ 
θ=εp1/2θ 
gdje je εp umjetni (virtualni) perturbacijski parametar koji ne utječe na konačni 
rezultat. Korištenjem prethodnih izraza dobije se jednadžba oblika : 
( ) ( ) ...,,,,cos2 2212 +++=+Ξ+ ωτθθεωθθεωθωθεθ &&&& ftftΨ ppp           ( 4.55 ) 
gdje je εp  mali pozitivni parametar, a funkcije ( )ωτθθ ,, &f  su periodičke s periodom 
2π.  Ovisnost o vremenu se prikazuje kao : 
∑= k ikjkj eftf ωτθθωθθ ),(),,( &&               ( 4.56 ) 
Ako εp  teži nuli rješenja se reduciraju u rješenja jednostavnog harmonijskog 
oscilatora pa se u tom smislu KBM metoda smatra asimptotskom.  
 
S obzirom na ω razlikuju se 3 slučaja : 
1. glavna rezonancija 0ωω ≈  
2. sekundarna rezonancija  0ωω ≈n  
3. bez rezonancije 
 
U slučaju br.2 rješenje jednadžbe se pretpostavi u obliku : 
( )[ ] 2212/12222220 cos)()cos(4)( θεθεϑτδωτωεωωτθ ppKKKp ΠΞΨ +++++−= −        ( 4.57 ) 
gdje je : 
( )[ ]2021 /2
)(
ωωεδ
τϕωϑ
−Ψ=
+=
−
pk
kk
tg
tn
               ( 4.58 ) 
 
Izjednačavanjem koeficijenata uz jednake potencije εp dobiva se sustav koji  je 
neodređen jer je broj nepoznanica za jedan veći od broja jednadžbi.  
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Stoga je potrebno je postaviti dodatni uvjet : 
0sincos =Π−Π kkkkk ϑϕϑ &&                ( 4.59 ) 
S obzirom da je 0ωω ≈n  izrazi koji su proporcionalni kk ϑϑ sin,cos  su rezonatni. 
Posljedica toga je da povećavaju broj sekularnih izraza u rješenju. Kako bi se izbjegli  
problemi s asimptotskim razvojem takvi se izrazi oduzmu od desne strane i dodaju 
prvoj jednadžbi.  
Iz ovoga se dobije sljedeći rekurzivni sustav : 
( )
( ) kpp
kppkkkkkkk
hh
ggnnn
ϑεε
ϑεεϑωωϑϕωϑω
sin...
cos...cos)(cossin
2
2
1
2
2
1
2
0
22
+++
+++Π−=Π−Π− &&
 
0sincos =Π−Π kkkkk nn ϑϕωϑω &&&              ( 4.60 ) 
);;,( 1111
2
01 ωτωτϕθωθ kkkk srF Π=+&  
);,,( 2222
2
02 ωτωτϕθωθ kkkk srF Π=+&  
Prve se dvije jednadžbe riješe odvojeno te se dobije Πk( τ ) i ϕk (τ) Uvrštavanjem ovih 
izraza u treću jednadžbu dobije se funkcija θ1(τ).  
Iz danoga proizlazi : 
)(
)(
pk
pk
f
f
εϕ
ε
=
=Π
&
&
                 ( 4.61 ) 
Amplituda i faza rezonantne komponente su sporo promjenjive funkcije vremena, jer 
je εp mala vrijednost ( tj. tijekom jednog perioda njihova će promjena biti mala ). 
Prosječna vrijednost jednadžbi u periodu T, tijekom koje se Πk  i ϕ k  mogu smatrati 
konstantima dobije se : 
( ) ( ) ...,,2 221 ++Π=Π− kkpkkpk Ψhhn ϕεϕεω &             ( 4.62 ) 
( ) ( ) ...,,)(2 2212022 +Π+Π+Π−=Π− kkpkkpkkk ggnn ϕεϕεωωϕω &          ( 4.63 ) 
 
 Integracija ovog diferencijalnog sustava prvog reda daje ponašanje prolaznog 
rješenja rezonantne komponente. Stacionarne vrijednosti Πk i ϕ k mogu se dobiti uz 
pretpostavku 0=Π k&  i 0=kϕ&  te se riješi odgovarajući sustav običnih algebarskih 
jednadžbi. Za slučaj nerezonancije primijeni se isti pristup, ali bez izraza kk ϑcosΠ , a 
u području glavne rezonancije prvi izraz iz razvoja  se izostavlja. Teorijski, 
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određivanje asimptotskog razvoja ne predstavlja poteškoću. U praktičnoj primjeni 
složenost formule naglo raste, te se izvode prva 2-3 izraza.  
Približno analitičko rješenje ove jednadžbe je različito u različitim rasponima 
frekvencije. U području glavne rezonancije je : 
)cos()( 11 kKC ψωττθ +=       
, a u drugim područjima rezonancije rješenje ima oblik : 
ωτψωτθ cos)cos()( KknKn QtnC ++=                ( 4.64 ) 
gdje je: 
122
0 )(
−−= ωωaQK   
Rješenja daleko od rezonatnih područja su dana sa  ( 4.64 ) uz CKn=0. 
 
4.5 METODA VIŠESTRUKIH MJERILA 
 
 Ova metoda pripada kategoriji perturbacijskih metoda, a primjenjiva je za 
uzbudu na harmonijskom valu. Kreće se od jednadžbe ljuljanja  u obliku ( 3.3 ) uz  d1, 
d3 i k1, k3 i k5 [44]. Uvodi se bezdimenzionalni parametar εp, te u slučaju primarne 
rezonancije ( ω ≈ω0 )  slijedi izraz : 
σεωω p+= 202                 ( 4.65 ) 
Jednadžba prelazi u oblik : 
( ) ( ) tadkk pppp ωεθθξεθθεσθεθωθ ~cos2 3355332 =++++−+ &&&           ( 4.66 ) 
Razvoj drugog reda je u obliku : 
( ) ( ) ( ) ...,,,,,, 2102221012100 +++= TTTTTTTTT pp θεθεθθ            ( 4.67 ) 
gdje je T0=t tzv. brzo mjerilo karakteristično za gibanja s frekvencijama ω0 i ω . T1=εpt  
i T2=εp2t su spora mjerila karakterizirana modulacijama amplituda i faza s 
nelinearnošću, prigušenjem i rezonancijom. Vremenske derivacije su : 
n
n
pp
pp
T
D
DDDDDD
dt
d
DDD
dt
d
∂
∂=
++++=
+++=
...)2(2
...
2
120
2
10
2
02
2
2
2
10
εε
εε
          ( 4.68 ) 
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Uvrštavanje ( 4.68 ) i ( 4.67 ) u ( 4.66 ) i izjednačavanje koeficijenata uz iste potencije 
daje : 
00
2
0
2
0 =+ θωθD           
( )
( ) ( ) 14051203012003102003
011010
2
10201102
2
2
2
0
0
5
05
3
03
3
0030000101
2
1
2
0
5333
2222
cos22
θθθθθθθθ
θξθξσθθθθθωθ
ωθθθθξσθθθωθ
kkDDdDDd
DDDDDDDD
TakkDdDDDD
−−−−
−−−+−−−=+
+−−−−+−=+
        ( 4.69 ) 
Rješenje je u obliku : 
cceTT TiM +Ψ= 0),( 210 ωθ                ( 4.70 ) 
gdje je cc kompleksno konjugirana vrijednost prethodnih izraza te je : 
),(
21
21),(
2
1 TTi
MM
MeTT βψ=Ψ                ( 4.71 ) 
tako da su  ΨM  i βM amplituda i faza relativnog gibanja. Funkcija ΨM  je proizvoljna do 
ovog reda aproksimacije.  Supstitucijom se dobiva : 
[ ] ccekeΨΨkΨkΨid
eaΨΨkΨΨkΨΨiΨiΨΨDi
D
Ti
M
Ti
MMMM
Ti
MMMMMMMMM
+Ψ−−−+
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−−−−+−
=+
00
0
55
5
34
5
3
3
33
3
23
5
2
3
23
1
1
2
1
2
0
5
2
1103322
ωω
ω
ω
ωξωξσω
θωθ
                 ( 4.72 ) 
Nakon toga potrebno je eliminirati sekularne izraze. 
 
Uvrštavanjem polarnog oblika (4.69) u (4.70) i separacijom realnih i imaginarnih 
dijelova dobiva se:  
MMM
M
MM
MMMM
akk
ad
βωψωψωω
σψβψ
βωψωξψψ
cos
216
5
8
3
2
sin
28
3
5533
32
3
−++−=
−−−=
&
&
           ( 4.73 ) 
 a kut ljuljanja je u prvoj aproksimaciji : 
....)cos( ++= MM t βωψθ               ( 4.74 ) 
Stacionaran odziv odgovara  0,0 == MM βψ && . 
 
Za razvoj drugog reda provodi se istovjetan postupak, ali uz razvoj ΨM s mjerilom T2. 
Partikularno rješenje (4.70) se može izraziti kao : 
cceΨeΨΨΨ TiMM
Ti
MMMMM +Γ+Γ+Γ= 00 55234131 )( ωωθ           ( 4.75 ) 
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gdje su : 
2
5
22
5
132
3
24
,
8
5
,
8
1
ωωωω
kkidk MMM =Γ=Γ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=Γ            ( 4.76 ) 
 Daljnji postupak je istovjetan kao i za prvu aproksimaciju te se dobiva : 
( ) ( )
( ) ⎥⎦
⎤++
++++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +⎢⎣
⎡
++=
M
3
3
M2
5
M5
M2
5
M5
2
5
M3
MM
33sin
32
55cos
384
33cos
128
5
32
)cos(
βωωψ
βωω
ψβωω
ψ
ω
ψε
βωψθ
td
tktkk
t
M
p        ( 4.77 ) 
 
4.6 ANALIZA U FAZNOJ RAVNINI 
 
 Do prevrtanja dolazi kada fazna trajektorija uzbudnog gibanja u faznoj ravnini 
),( θθ &prijeđe razdjelnicu [45]. Obzirom da je prevrtanje prijelaz u drugi položaj 
ravnoteže treba razmotriti oba stanja ravnoteže. Razdjelnica je linija koja razdvaja 
područja privlačenja prema ravnotežnim položajima. U faznoj ravnini je kut ljuljanja 
apscisa (θ ), a brzina ljuljanja ordinata ( θ& ) ( vidi Sl.4.1 ). Fazna trajektorija je 
dvodimenzionalni slučajni vektor. 
 
 
Slika 4.1  Fazna ravnina ljuljanja 
 
 Postoje dva kvalitativno različita načina ponašanja ovakvog sustava. Jedan 
predstavlja oscilacije oko uspravnog ravnotežnog položaja broda, a drugi 
jednosmjernu rotaciju prema drugom položaju ravnoteže. Kod oscilatornog 
ponašanja razina energije broda je manja od one koju posjeduje razdjelnica, a kod 
rotacijskog ponašanja je veća. Ta dva kvalitativno različita tipa ponašanja odvaja 
razdjelnica.  
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 Za brod bez vanjske uzbude i prigušenja sedla predstavljaju pozitivni i 
negativni kut gubitka stabiliteta θv. Sedlasta veza povezuje dvije simetrične, ali 
različite sedlaste točke u pozitivnom i negativnom kutu gubitka stabiliteta ( vidi 
Sl.4.2a ) 
 
 
                      a )    b )     c ) 
 
Slika 4.2   Fazna ravnina    a ) bez vanjske uzbude i prigušenja 
                     b ) prigušenje, bez vanjske uzbude 
                     c ) prigušenje i vanjska uzbuda 
 
 Ako je prisutno prigušenje ( vidi Sl.4.2 b ) ta veza puca i sigurno područje 
uključuje dva vitičasta područja ( vidi Sl.4.3 ). To su područja gdje se gibanja s 
velikim pozitivnim ili negativnim brzinama ljuljanja i umjerenim kutovima ljuljanja u 
suprotnom smjeru  naposljetku privuku poziciji ravnoteže u ishodištu. Veći dio 
površine tih područja je izvan kutova gubitka stabiliteta. Ova područja fizikalno 
odgovaraju brodu s dovoljno energije koja se može disipirati tako da bi brod bio 
privučen u sigurno ograničeno područje. Brod s većom energijom će se prevrnuti uz 
prolazak kroz kut od 00 prije toga, dok će se brod s manjom energijom prevrnuti bez 
ponovnog prolaska kroz ravnotežni položaj. Krivulje koje ograničavaju ta područja i 
dalje odvajaju ograničena i neograničena gibanja, ali svaka grana povezuje 
beskonačnost s različitom sedlastom točkom. Ove krivulje ograničavaju područja koja 
potječu od vrlo velikih pozitivnih ( negativnih ) kutnih brzina i umjereno velikih 
negativnih ( pozitivnih ) kutova u faznoj ravnini te se zovu stabilni “manifoldi”. Oni 
predstavljaju ujedno i granice bazena sigurnosti [46].  
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 Slika 4.3  Područja u faznoj ravnini 
 
 Kada se u sustavu pojavi i periodička pravilna uzbudna sila kritične točke i 
“manifoldi” osciliraju periodički s vremenom ( vidi Sl. 4.2 c ). Dinamička struktura se 
ponavlja svaki period uzbude, a svi uzorci unutar perioda su kvalitativno slični iako se 
deformiraju rastezanjem i rotacijom. Kada iznos periodičke uzbudne sile premaši 
kritičnu vrijednost, moguće je da se manifoldi različite vrste stabilnosti presijecaju. To 
rezultira složenim rasporedom područja ograničenih i neograničenih početnih uvjeta. 
Granica koja je nekad bila linija postaje fraktalna. Točke koje su proizvoljno blizu 
međusobno mogu imati vrlo različito dugoročno ponašanje. No, kratkoročno 
ponašanje može još uvijek biti prilično predvidljivo. 
 
 Najteži dio problema je uspostaviti odnos s vremenom. Ako je poznata 
zajednička raspodjela kuta ljuljanja i brzine ljuljanja može se primijeniti pristup 
prijelaza ( “upcrossing” ) za 2D stohastički proces za koji je poznato teorijsko 
matematičko rješenje.  
 
 Prijelaz je slučajni događaj kad stohastički proces dosegne danu granicu, a 
prva mu je derivacija veća od nule ( uvjet koji garantira da proces stvarno prelazi 
granicu ). Može se smatrati rijetkim događajem za većinu praktičnih slučajeva. Broj 
prijelaza u danom vremenu slijedi Poissonov zakon. 
 
Za stacionarne procese može se zapisati   [21] : 
)exp(1)( U0U ttf λ−−==                 (4.78 ) 
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gdje je : 
λU - intenzitet prijelaza 
Ovim se izrazom problem povezuje s vremenom. 
 
 Intenzitet prijelaza se može lako izračunati ako se zajednički analizira gustoća 
vjerojatnosti procesa i njena prva derivacija. 
∫
∞
==
0
bU ),( θθθθθλ &&& df                ( 4.79 ) 
Ako se prevrtanje razmatra kao prelaženje razdjelnice radi se o 2D stohastičkom 
procesu i granici koja je linija )( 0θθθ &&=  ili )( 0θθθ = . Intenzitet prijelaza preko ove 
linije može se izraziti kao : 
∫ ∫ ∫∞
∞−
∞
∞−
∞
==
b
),),((U
y
b ddf θθθθθθθθλ &&&&&&               ( 4.80 ) 
 Ovom se formulom dobiva intenzitet prijelaza i odgovara samo prevrtanju na 
jednu stranu. Ukupna vrijednost funkcije rizika od prevrtanja mora uključivati i 
prevrtanje na drugu stranu. Može se definirati analogno razmatranju prelaženja 
(“downcrossing” ) kroz drugi dio razdjelnice. Kako bi se izračunao integral u ovoj 
jednadžbi mora se poznavati zajednička gustoća raspodjele kuta ljuljanja, brzine i 
ubrzanja. Točnost zajedničke gustoće raspodjele ima značajan utjecaj na točnost 
proračuna  prijelaza. 
 Ova metoda, koja je temeljena na klasičnoj definiciji stabilnosti, može djelovati 
zastarjelo jer se pri definiranju granice između prevrtanja i sigurnosti ne razmatraju 
valne uzbudne sile. Utjecaj valova na sam proces prevrtanja nije velik jer brod gubi  
osjetljivost na vanjske sile kada kut nagiba postane veći od maksimalnog kuta danog 
dijagramom poluge stabiliteta. S obzirom na tu činjenicu spomenuta greška ne može 
biti velika. A također niti numerička integracija ne bi bila toliko precizna zbog 
smanjenja točnosti zajedničke gustoće vjerojatnosti za velike vrijednosti kuta i brzine 
ljuljanja. 
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 4.7     GRANICA DINAMIČKOG NAGIBA 
 
 Do prevrtanja dolazi ako dinamički kut nagiba premaši određenu vrijednost. To 
može biti izravno povezano s vremenskim kriterijem za slučaj nepravilnih valova i 
olujnog vjetra. Ako se koristi vremenski kriterij (vidi 3.poglavlje ) prevrtanje je 
povezano sa zadovoljavanjem sljedeće nejednakosti [35] : 
Ek( t ) – Ek ( t0 ) > Ep ( t ) – Ep ( t0 )              ( 4.81 ) 
gdje su Ek (t) i Ep (t) vrijednosti kinetičke i potencijalne energije broda koji se ljulja, a 
Ek(t0) i Ep(t0) su te vrijednosti u početnom  trenutku.  
Ek(t ) = 0.5 ( I +δI ) θ2               ( 4.82 ) 
∫=
)(
0
))(()(
t
p dtGZtE
φ
θθ                ( 4.83 ) 
 Ako se sjedini gostoća raspodjele kutova i brzina ljuljanja poznata je funkcija 
f( θθ &, ) i može se razmatrati novi stohastički proces : 
ED( t )=[Ek( t ) – Ek ( t0 )] - [Ep ( t ) – Ep ( t0 )]             (4.84 ) 
Gustoća raspodjele ove funkcije može se odrediti kao rezultat sastavljanja  f( θθ &,  ). 
 
 Funkcija rizika od prevrtanja može se odrediti kao intenzitet prijelaza procesa 
ED(t) kroz nulu. Očita prednost ovakvog pristupa je kompatibilnost s postojećim 
standardima stabiliteta. Proračuni zajedničke gustoće vjerojatnosti ED(t) i njene 
derivacije bili bi vrlo složeni jer zahtijevaju višestruko provođenje numeričkih 
vjerojatnosnih postupaka. 
4.8 ODREĐIVANJE STABILNOSTI GIBANJA 
  
 Do prevrtanja dolazi kada stohastičko ljuljanje uslijed vanjske uzbude gubi 
stabilnost gibanja. Pojam stabilnosti gibanja temeljen je na konceptu malih 
perturbacija [35]. Režim gibanja smatra se stabilnim ako se nakon što dođe do 
poremećaja uslijed vrlo male promjene u kutu ljuljanja ili brzini ljuljanja sustav vraća u 
svoj početni način gibanja. Za perturbirano gibanje se formira odvojena jednadžba. 
Ako njeno rješenje ima tendenciju porasta to obično znači da proučavani režim nije 
stabilan ( tj. razlika između početnog i perturbiranog gibanja raste ). Ako vrijednost 
rješenja opada, to obično znači da je gibanje stabilno. Numerički se to izražava preko 
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indeksa stabilnosti : ako se nalazi unutar jedinične kružnice to znači da je odziv 
stabilan.  
 Postoji teorijska mogućnost korištenja metode prijelaza za proračun 
vjerojatnosti prevrtanja baziran na teoriji stabilnosti gibanja. Da bi se to postiglo 
indeks stabilnosti se može smatrati funkcijom vremena. Problem definiranja indeksa 
stabilnosti na morskim valovima je dio opće teorije nelinearnih slučajnih dinamičkih 
sustava. 
Diferencijalna jednadžba ljuljanja se pretpostavi u obliku : 
)()()()()(2)( 200 tfttttt S =+++ θαθωθξωθ &&             ( 4.86 ) 
gdje su αS(t) i f(t) stacionarni slučajni procesi. Opće rješenje ove složene jednadžbe 
za sada nije moguće odrediti. 
Stoga se uvodi koncept definiranja kriterija stabilnosti gibanja ( determinističke ili 
stohastičke ). Ako su koeficijenti diferencijalne jednadžbe ljuljanja slučajne funkcije ili 
parametarske uzbude stabilitet se razmatra kao vjerojatnosni problem [47]. 
STABILNOST DETERMINISTIČKOG GIBANJA  
 Stabilnost determinističkih sustava se razmatra preko Lyapunovog kriterija 
[33]. Ako je θ=0 ravnotežno rješenje jednadžbe, a ravnoteža se poremeti 
dovođenjem u početno stanje θ0 u trenutku t0 tako da za svaki t> t0 vrijedi θ(t), 
ravnotežno rješenje se smatra  stabilnim ako za dani εp > 0 postoji ηS( εp, t0 ) takav da 
za svaki t> t0 vrijedi : 
p
t εθ <)(                  ( 4.87 ) 
uz 
S
ηθ <0  i )()( tt θθ =  
Ukoliko je ηS odabran neovisno o t0 ravnotežno rješenje jednadžbe θ=0 je uniformno 
stabilno. A ako je θ≡0 stabilno, a uz to vrijedi i izraz : 
0)(lim =∞→ tt θ                 ( 4.88 ) 
onda je rješenje asimptotski stabilno. Ukoliko dani uvjet vrijedi za bilo koji θ0 rješenje 
se smatra asimptotski stabilnim “u velikoj mjeri”. Drugim riječima, rješenje je 
asimptotski stabilno ako  nakon poremećaja rezultantno gibanje iščezne nakon 
nekog vremena. Ukoliko se to gibanje povećava rješenje je nestabilno. 
 Pod stabilnošću gibanja smatra se svojstvo broda koje uzrokuje  nakon 
poremećaja prigušenje vanjskih gibanja uzrokovanih poremećajem ili ih progresivno 
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smanjuje na nulu. Kod determinističkih gibanja se pod tim kriterijem gleda 
konvergencija u odnosu na parametre θ0 i t. 
 
STABILNOST STOHASTIČKOG GIBANJA 
 Kod određivanja stabilnosti stohastičkog gibanja vrijede drugi uvjeti jer je ||θ(t)|| 
slučajni proces. 
Stabilnost srednje vrijednosti 
Ravnotežna jednadžba ljuljanja posjeduje stabilnost srednje vrijednosti ako postoji 
očekivanje i ako za dani εp>0 postoji ηS(εp,t0) takav da za svaki t>t0 srednja vrijednost  
bude: 
[ ] ptE εθ <)(                  ( 4.89 ) 
uz početno || θ0 || < ηS .  
Ako vrijedi i :  
[ ] 0)(lim =∞→ tEt θ                 ( 4.90 ) 
rješenje ravnotežnog gibanja je asimptotski stabilno. 
Jednadžba je asimptotski stabilna po srednjoj vrijednosti ako nakon početnog 
poremećaja srednja vrijednost ljuljanja iščezava s vremenom. Ako se povećava tada 
se stohastičko gibanje smatra nestabilnim. 
STABILNOST KVADRATA SREDNJE VRIJEDNOSTI 
Rješenje ravnotežne jednadžbe ljuljanja ima stabilnost kvadrata srednje vrijednosti 
ako za dani εp>0 postoji ηS( ε, t0 ) takav da za svaki t > t0 kvadrat srednje vrijednosti  
glasi : 
[ ] ptE εθ <2)(                  ( 4.91) 
uz početno ||θ0|| < ηS  početno i gdje je : 
22 )()( tt θθ =                 ( 4.92 ) 
Ukoliko vrijedi i izraz :  [ ] 0)(lim 2 =∞→ tEt θ                 ( 4.93 )  
Rješenje ravnotežne jednadžbe ljuljanja ima asimptotsku stabilnost kvadrata srednje 
vrijednosti. 
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STABILNOST JEDNOSTAVNIH DETERMINISTIČKIH I STOHASTIČKIH SUSTAVA 
 Zbog pojednostavljenja razmatra se diferencijalna jednadžba ljuljanja s 
konstantnim koeficijentima : 
{ } )()()(2)()( 200D tfttttP =++= θωθξωθθ &&              ( 4.94 ) 
 gdje je diferencijalni operator : 
{ } 2002
2
D 2 ωξω ++= dt
d
dt
dP                 
Određivanje kriterija stabilnosti može se dobiti iz impulsne jednadžbe : 
{ } )()( DD ttP δθ =                 ( 4.95 ) 
gdje je δD (t) Diracova funkcija. Množenjem jednadžbe s e-iωt i integriranjem u 
vremenskom intervalu ),( ∞−∞ dobije se Fourierova transformacija. 
 
Odziv je dan izrazom : 
∑
=
=
2
1
)(
j
ti
j eJt
ωθ                           ( 4.96 ) 
gdje je Jj konstanta, a ωj karakteristično rješenje karakteristične jednadžbe: 
02 200
2 =++− ωωξωω i                 (4.97 ) 
iz čega slijedi : 
)1( 2002,1 ξωξωω −±= i                           (4.98 ) 
Izraz za  impulsnu odzivnu funkciju je : 
{ } { }titi eJeJt )1(2)1(1 200200)( ξωξωξωξωθ −+−−+− +=               (4.99 ) 
koja za ∞→t postaje jednaka nuli uz 0<ξ<1, ω0>0 što upućuje da je sustav 
asimptotski stabilan. 
 Ukoliko je moment ljuljanja f(t) ograničeni stacionarni slučajni proces 
rezultirajući odziv je također slučajni proces pa se primijenjeni postupak mora 
modificirati. Uzimanjem ukupnog prosjeka stohastičke diferencijalne jednadžbe može 
se dobiti deterministička diferencijalna jednadžba. To rezultira determinističkom 
varijablom E[θ(t)]  i determinističkim momentom E[ f(t)] povezanim kako slijedi : 
[ ]{ } [ ])()(D tfEtEP =θ                  (4.100) 
Ponavljanjem prethodnog postupka dobije se : 
[ ] { } { }tiAtiA eJeJtE )1(2)1(1 200200)( ξωξωξωξωθ −−−−+− +=                      (4.101) 
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te je sustav asimptotski stabilan prema srednjoj vrijednosti uz 0<ξ<1 i ω0 > 0.  
Rješenje stohastičke diferencijalne jednadžbe dano je sa : 
∫
∞
∞−
−= τττθ dftht )()()(              ( 4.102 ) 
gdje je impulsna funkcija : 
h(t) te
t
)1(sin
)1(
2
02
0
0 ξωξω
ξω
−
−
=
−
     za t ≥ 0                     (4.103 ) 
h(t) = 0      za t < 0                            
         
i  h ( t - τ )=0 za τ > t 
Množenjem odziva θ( t ) u t1 i t2 i uprosječavanjem dobiva se integralni izraz koji se 
može transformirati u diferencijalnu jednadžbu koja se transformira u izraz : 
{ } )(),(2DM1DM ττθθ KKRttRPP =−              (4.104 ) 
gdje su diferencijalni operatori : 
2
00
2
1DM 2 ωτξωτ +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂=
tt
P                      (4.105 ) 
i 
2
002
2
2DM 2 ωτξωτ +∂
∂−∂
∂=P                        ( 4.106 ) 
 Kako bi se odredio kriterij stabilnosti srednje vrijednosti kvadrata kada je 
moment ljuljanja ograničen po vrijednosti srednjeg kvadrata dovoljno je razmotriti 
impulsnu jednadžbu : 
{ } )()(),( DD2DM1DM τδδτθθ tttRPP =−             ( 4.107) 
Rješenje ove jednadžbe se dobiva korištenjem dvostruke Fourierove transformacije : 
{ }∑∑
= =
−+=−
2
1
2
1
)(),(
j m
tti
jm
SmjeJttR τλωθθ τ                       ( 4.108 ) 
gdje je Jjm konstanta, a ω j i  λSm su svojstvene vrijednosti karakteristične jednadžbe :  
0)2)(2( 200
22
00
2 =−−−− ωλξωλωωξωω SS ii           ( 4.109 ) 
Rješenja ove algebarske jednadžbe su : 
)1( 2002,1 ξωξωω −±= i                       ( 4.110 ) 
)1( 2002,1 ξωξωλ −±= iS                             
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i u τ=0 srednja vrijednost kvadrata odziva dana je sa : 
[ ] { } { }titit eJeJeJtEttR )1(22)1(21202 2002000)(),( ξωξωξωξωξωθθ θ −−−−+−− ++==                  ( 4.111 ) 
Sustav je asimptotski stabilan za srednju vrijednost uz 0<ξ<1 i ω0>0 pa je u tom 
slučaju  
0),(lim →∞→ ttRt θθ                         ( 4.112 ) 
 
STABILNOST VREMENSKI OVISNIH DETERMINISTIČKIH SUSTAVA 
 Ukoliko se u deterministički prikaz ljuljanja broda uključe periodički vremenski 
ovisni koeficijenti (npr.varijacija metacentarske visine) homogena jednadžba dana je 
sa : 
0)()cos1()(2)( 200 =+++ tttt S θωβωθξωθ &&                      ( 4.113 ) 
koja se transformacijom 
txetyt t ωθ ξω == − ,)()( 0                         (4.114 ) 
reducira u : 
0)cos( MM2
2
=++ yx
dx
yd εδ               (4.115 ) 
gdje je : 
2
)1(2
0
M
2
ω
ωδ
ξ−
=     i      2
2
0
M ω
βωε S=               ( 4.116,117 ) 
  
 Homogena se jednadžba u ovom slučaju reducirala u standardni oblik Mathieu 
jednadžbe. Iako opće rješenje te jednadžbe nije poznato, stabilnost njenih rješenja 
može se odrediti iz prikaza u ravnini ( εM, δM ). Ovaj se prikaz sastoji od familije 
krivulja oblika δM=δM(εM) koja dijeli ravninu na stabilna i nestabilna područja. Za 
vrijednosti u stabilnom području rješenja Mathieu jednažbe su ograničena i stabilna. 
Za vrijednosti koje definiraju točku na granici ili u nestabilnom području rješenja su 
nestabilna i neograničena (vidi Sl.4.4 i 4.5 ) 
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Slika 4.4 Prikaz stabilnosti Mathieu jednadžbe        Slika 4.5 Krivulje δM=δM(εp) – granica 
                stabilnog i nestabilnog područja 
 
 Za proizvoljne vrijednosti parametara εp i δM uvjet stabilnosti se može dobiti iz 
grafičkog prikaza. Nehomogena jednadžba također ima oblik Mathieu jednadžbe, ali 
uključuje izraz za moment ljuljanja iste frekvencije koju imaju i vremenski ovisni 
koeficijenti. Neka istraživanja pokazuju da takve jednadžbe ispoljavaju nestabilnosti 
za iste vrijednosti parametara εp i δM kao i homogena jednadžba. 
STABILNOST STOHASTIČKIH VREMENSKI OVISNIH SUSTAVA 
Stabilnost srednje vrijednosti 
Stohastička diferencijalna jednadžba koja opisuje ljuljanje broda je : 
{ } )()()()(D tttftP S θαθ −=                        ( 4.118 ) 
Integralno rješenje diferencijalne jednadžbe preko impulsne funkcije dano je sa  
{ }∫∞
∞−
−−= 11111 )()()()()( ττθταττθ dftgt S                       (4.119)  
 Potrebno je provesti uprosječavanje rješenja. Množenjem početne stohastičke 
diferencijalne jednadžbe s  αS(t1), αS(t1)αS( t2 ),....αS( tn ) i postupkom uprosječavanja 
dobije se beskonačan skup jednadžbi .S obzirom da nije moguće riješiti beskonačan 
broj ovakvih jednadžbi svođenjem niza na niži red sustav se reducira na dvije 
jednadžbe.  S obzirom da se stacionarni slučajni proces αS(t) odnosi na stanje mora 
koje se opisuje širokopojasnim procesom tada je korelacijsko vrijeme procesa vrlo 
kratko. Rαα(τ) se smanjuje vrlo brzo s porastom τ i | R0| >> | R1 | >> | R2  | >> ….. 
gdje je : 
∫
∞
∞−
= τττ αα dRR ii )(                          ( 4.120) 
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Konačno rješenje je :  
[ ] ∑
=
=
2
1
)(
i
t
i
ieJtE λθ                          (4.121 ) 
gdje je Ji konstanta, a λ,i su svojstvene vrijednosti karakteristične jednadžbe : 
0)()2( 0
2
010
2 =−+−+ SS mm ωλξωλ             (4.122 ) 
uz 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ −−+−±−−= 02110220102,1 4
1)1()
2
1( SSSS mmmim ξωξωξωλ                   ( 4.123 ) 
Asimptotska stabilnost srednje vrijednosti postoji uz 
10 2
1
Sm>ξω         i 
10
2
10
22
0 4
1)1( SSS mkmm ωξω −+>−  
, a ograničena stabilnost srednje vrijednosti postoji kada je 
mS0=ω02          i           10 2
1
Sm>ξω  
što daje rješenje λP koje iznosi nula i konstantnu srednju vrijednost odziva ljuljanja 
kako t→∞. 
STABILNOST KVADRATA SREDNJE VRIJEDNOSTI 
Množenjem integralnog rješenja stohastičke diferencijalne jednadžbe u t1 i t2 , a zatim 
uprosječavanjem umnoška dobije se početni izraz koji se transformira u sustav 
jednadžbi, zatim se  jednadžba transformira iz integralnog oblika u diferencijalni te se 
nastala jednadžba zamijeni  impulsnom jednadžbom. 
Naposljetku je srednja vrijednost kvadrata odziva  dana sa : 
[ ] ∑
=
+==
p
j
ti
j
jjeJtEttR
1
)(2 )(),( λωθθ θ              (4.124 ) 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
−−−±=+ )1(
)0(
)1((2)( 22
0
22
002,1 ξωξωξωλω
ααRi           ( 4.125 ) 
Asimptotska stabilnost srednje vrijednosti kvadrata vrijedi uz 
)0()1( 220 ααξω R≥−   0 < ξ < 1          ( 4.126 ) 
A ograničena stabilnost srednje vrijednosti kvadrata postoji kada je : 
)0()31)(1( 2240 ααξξω R=+−              (4.127 ) 
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što rezultira rješenjem ( ω+λ ) koje iznosi 0, vrijednost srednjeg kvadrata odziva je 
konstantna kako t→0. 
  S obzirom da je povratni koeficijent ovisan o stanju mora bolje je razmatrati 
stabilnost kvadrata srednje vrijednosti nego srednju vrijednost. Na taj se način kriterij 
stabilnosti koji je funkcija autokorelacijske funkcije povratnog koeficijenta može 
povezati s autokorelacijskom funkcijom stanja mora, a preko toga i s funkcijom 
spektralne gustoće morskog valovlja. 
 
 
4.9 METODE NELINEARNE DINAMIKE 
 
4.9.1 MELNIKOVA METODA 
 Primjenjuje se stohastički postupak analize  za proučavanje kaotičnog ljuljanja 
i prevrtanja broda izloženog periodičkoj uzbudi [48]. U tu svrhu koristi se Melnikova 
metoda [49]. Melnikova funkcija omogućuje globalnu analizu dinamičkih sustava. 
Kreće se od diferencijalne jednadžbe s članovima za inerciju, prigušenje, povratni 
moment i uzbudu. Melnikova metoda daje uvjet koji se odnosi na sve koeficijente ove 
diferencijalne jednadžbe. Princip metode leži u određivanju orbita neperturbiranih 
(Hamiltonovih ) sustava, a ove orbite povezuju ravnotežne točke dinamičkih sustava. 
Melnikova funkcija kvantificira ravnotežu između izvora energije ( uzbuda ) i njene 
disipacije ( prigušenje ) oko nestabilnih točaka. 
Oblik jednadžbe gibanja je: 
)()()()()()()( 33021 tftktdttdtdt ppp εθθθθεθεθ =−++++ &&&&           (4.128) 
Jednadžba se transformira u dvije jednadžbe stanja prvog reda ( stohastičke 
diferencijalne jednadžbe ) : 
[ ])cos()()()()()()( )()( 21330 MLMLMLp ttdtdtktdt
tt
ψθχϕϕϕεθθϕ
ϕθ
++−−++−−=
=
&
&
           (4.129) 
gdje je 
tML ωθ =  
MLχ  - bezdimenzionalna amplituda uzbude 
MLψ  - fazni kut između uzbude i nailaznog vala 
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Ove dvije jednadžbe predstavljaju perturbaciju integrabilnog Hamiltonovog sustava. 
Hamiltonov sustav koji se odnosi na ovu jednadžbu predstavlja jednadžbu koja 
zanemaruje prigušenje i vanjsku uzbudu te njegovo rješenje predstavljaju slobodne 
oscilacije bez prigušenja. Odgovarajući fazni portret prikazan je na Sl.4.6. 
 
Slika 4.6  Fazni portret Hamiltonovog sustava 
 
 Vidljivo je da se najbliža orbita  počinje razbijati kada gibanje dosegne točku 
kuta gubitka stabiliteta. Fazni trag odlazi prema drugom atraktoru. Fazni trag 
odgovara kutu gubitka stabiliteta koji stvara granicu između stabilnog i nestabilnog 
strujanja. Thompson [50] savjetuje formiranje tzv. «bazena sigurnosti» gdje se 
početni uvjeti povezuju s prevrtanjem. Ako postoji vanjska uzbuda koja uzrokuje 
prevrtanje bazen sigurnosti ima fraktalni oblik te se područje stabilnosti reducira. 
Ovakav način predviđanja prevrtanja proračunski je vrlo složen. 
 Neperturbirani sustav εp=0 daje : 
)()()(
)()(
3
30 tktdt
tt
θθϕ
ϕθ
+−−=
=&
               (4.130) 
Hamiltonov izraz mu je jednak ukupnoj energiji sustava : 
422
),(
4
3
2
0
2 θθθϕϕθ kdH −++=              ( 4.131) 
Kada je δ=0 rješenje jednadžbi se dobiva preko Jacobijevih eliptičnih funkcija : 
( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
++
= M2
M
2
M
2
M ,
11
2)( k
k
tsn
k
kt
Mα
θ             ( 4.132) 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
++
= M2
M
M2
M
2
M
M ,
1
,
1
1
1
2)( k
k
tdnk
k
cn
k
kt
Mαϕ           ( 4.133) 
kM je modul eliptičnih funkcija tj. mjera razine energije. 
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 Svaka razina energije odgovara orbiti u faznoj ravnini [ ])(),( tt ϕθ  gdje kM=1 
odgovara razini energije uzduž razdjelnica ili heterokliničkih orbita W0. To je najviša 
razina energije za koju će se pojaviti ograničeno gibanje neprigušenog sustava bez 
vanjske uzbude.  
 
 
Slika 4.7   Fazni portret u slučaju prigušenja i vanjske uzbude 
 
Više razine energije odgovaraju prevrtanju broda. Dvije sedlaste točke koje povezuju 
heterokliničke orbite predstavljaju kuteve nestanka stabiliteta. Ako je δ ≠ 0 rješenja 
ovog oblika nisu odmah dostupna, ali je moguće dobiti numerička rješenja (vidi Sl. 
4.7). Sedlaste točke više nisu na istoj razini energije, granice sigurnosti transformiraju 
se iz heterokliničke orbite W0 u homokliničku orbitu Wδ, a bazen sigurnosti se skuplja 
vrlo brzo kako raste kut nagiba.  
 
Površina bazena sigurnosti je : 
∫ ∫
∞
∞−
∞
∞−
== dttytdxtyA )()()( 2δδδδ              ( 4.134) 
 Melnikova funkcija predstavlja asimptotsku mjeru odvajanja u Poincareovoj 
mapi stabilnih i nestabilnih manifolda za invarijantne skupove sedlastog tipa za 
integrabilne sustave koji su izloženi malim perturbacijama. 
Melnikova funkcija je : 
( )[ ]{ }
[ ]
δδ
δδδδ
δδδδδ
θ
ψθγϕϕϕδϕδ
ψθγϕϕϕϕθ
MtM
tttdtttdtt
dtttttdtdttM
MMMMM
MMM
−=
=+++Ω+−−
=+++Ω+−−=
∫ ∫ ∫
∫
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
),(~
)(cos)()()()(
cos)()()()(),(
00
00
22
002100
                 (4.135) 
Veličina δM  predstavlja srednju vrijednost, a δM
~  je oscilatorni dio. 
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 Srednja vrijednost sastoji se od dva izraza od kojih je svaki proporcionalan 
koeficijentu prigušenja. Oscilatorni dio je sinusoidalan iste frekvencije kao i uzbuda, a 
amplituda ovisi linearno o amplitudi uzbude i na složen način o frekvenciji uzbude.  
Melnikova funkcija za sustave bez uzbude je negativna konstanta što znači da 
nestabilni manifoldi leže unutar odgovarajućih stabilnih manifolda. Početni uvjeti koji 
se nalaze unutar bazena sigurnosti za neprigušeni sustav će u slučaju prigušenja 
dovesti do gibanja koja se približavaju statičkoj ravnoteži kako t→∞. 
 Kako amplituda uzbude raste Melnikova funkcija razvija periodičke oscilacije 
oko srednje vrijednosti s amplitudom proporcionalnom razini uzbude. Iako je sustav 
na početku unutar granica sigurnosti dinamika postaje nestabilna i može doći do 
neočekivanog prevrtanja tj. dijelovi bazena sigurnosti se prebacuju u nesigurno 
područje.  
 Ako se pretpostavi slučajna uzbuda Melnikova funkcija postaje : 
[ ]∫∞
∞−
−=++−−= δδδδδδδ ϕϕϕϕ MtMdtttfttdtdttM )(~)()()()()()( 00210         (4.136) 
Konstantni dio identičan je kao i kod sinusoidalne uzbude, a oscilatorni je : 
∫∞
∞−
−−= dttftttM )()()(~ 00 δδ ϕ              ( 4.137) 
Može se razmatrati kao linearni filter s impulsnim odzivom : 
( ) ( )MfMMM SYS ΩΩ=Ω ++ 22~ )(2)( δπδ            ( 4.138) 
gdje je Yδ  Fourierova transformacija ϕδ.  
( )∫
∞
∞−
Ω−=Ω dtetY tiM δδ ϕπ2
1)(              ( 4.139) 
Cilj je odrediti statistička svojstva : 
( )[ ] 0~ 0 =tME δ               ( 4.140) 
 Za stacionarni slučajni proces srednja vrijednost kvadrata, autokorelacijska 
funkcija i spektar su u sljedećem odnosu : 
( )
[ ] ∫
∫
∞
+
∞
Ω−+
ΩΩ=
ΩΩ=
0
~0
2
0
~~
)()(~
),(
MMM
M
ui
MMM
dStME
deStsR
δ
δδ
δ
             ( 4.141) 
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 Statističke vrijednosti δM  jednoznačno su određene srednjom vrijednošću i 
varijancom. Slučajna varijabla δM
~  ima u svakom trenutku određenu funkciju gustoće 
vjerojatnosti. 
 Orbita koja prolazi kroz točku gubitka stabiliteta je granica između stabilnog i 
nestabilnog strujanja. Nestabilno strujanje izvan granica se razbije na 4 grane i ide 
prema sljedećem atraktoru. Ta se orbita naziva heteroklinička orbita. Kada nema 
prigušenja i uzbuda do prevrtanja dolazi kada kut ljuljanja nadmaši kut gubitka 
stabiliteta. U slučaju da postoji uzbuda i prigušenje primjenom Melnikove funkcije 
moguće je odrediti da li je heteroklinička orbita stabilna ili nestabilna.  
 Melnikova funkcija mjeri udaljenost između stabilnosti i nestabilnosti. Ako u 
sustavu postoji prigušenje, ali nema vanjske uzbude Melnikova funkcija je negativna 
konstanta. Ako postoji vanjska uzbuda vrijednost Melnikove funkcije oscilira oko 
srednje vrijednosti, a amplituda je proporcionalna vanjskoj uzbudi. Kada intenzitet 
vanjske uzbude prijeđe određeni prag, Melnikova funkcija ima nul-točku. Stabilno 
strujanje prelazi u nestabilno. Granica bazena sigurnosti ima fraktalni karakter. Nul-
točka Melnikove funkcije je ekvivalentna uvjetu erozije bazena sigurnosti.  
 Za brod na morskim valovima je određivanje Melnikove funkcije složenije. 
Gibanje broda je u tom slučaju slučajno pa su varijable gibanja povezane s 
vjerojatnošću i Melnikova funkcija je statistički prosječna vrijedost.  Nul-točka 
Melnikove funkcije znači da je heteroklinička orbita granica stabilnosti. Heteroklinička 
orbita će biti stabilna ako : 
)()(~ 0 tMtM ≤δ                ( 4.142) 
Ove dvije vrijednosti ovise o razini vanjske uzbude i funkcije su vremena. 
 Vidljivo je da PDF nije dovoljna za određivanje pojave prevrtanja i njene 
vjerojatnosti. Ukoliko u sustavu nema vanjske uzbude analiza Hamiltonovog sustava 
može dati rezultate, ali za sustav s vanjskom uzbudom je složeno odrediti granicu 
stabilnosti, a u tome i dalje važnu ulogu igra heteroklinička orbita.  Za procjenu ove 
orbite koristi se Melnikova funkcija ( njen predznak ). Da bi došlo do prevrtanja 
uzbuda mora prvo doseći orbitu, a onda orbita mora postati nestabilna.  Kriterij preko 
Melnikove funkcije temelji se na određivanju graničnog valnog nagiba koji brod može 
podnijeti tijekom prolazne faze odziva na valnu uzbudu. Granica sigurnosti protiv 
prevrtanja se vrlo brzo reducira nakon što se prijeđe kritična razina vanjske uzbude 
uslijed gubitka površine u bazenu sigurnosti ovog dinamičkog sustava. Kritična razina 
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uzbude ovisi o povratnom i prigušnom momentu a može se predvidjeti numerički 
(ponavljano crtanje bazena dok ne dođe do erozije ili izravnom numeričkom 
identifikacijom heterokliničkog tangiranja – globalnog bifurkacijskog fenomena koji 
započinje gubitkom površine u bazenu ). Melnikova metoda omogućuje ovo 
predviđanje analitički. 
 
4.9.2 FAZNI FLUKS 
 
 Troesch  [51] predlaže definiranje tzv. faznog fluksa koji se određuje 
Melnikovom funkcijom kako bi se odredilo područje koje se nalazi izvan bazena 
sigurnosti. I ova metoda je proračunski složena. S obzirom da je prevrtanje pojava 
povezana s ljuljanjem velikih amplituda upitno je da li ga je moguće izračunati na ovaj 
način.  Iznos fluksa faznog prostora je mjera sklonosti rješenja da prijeđe iz 
ograničenih gibanja prema prevrtanju. Viši iznosi fluksa faznog prostora odgovaraju 
povećanoj vjerojatnosti prevrtanja. Količina faznog prostora koji se prenosi izvan 
bazena sigurnosti u jednom periodu uzbude dana je površinom otvora u 
Poincareovoj mapi. Određuje se asimptotskim oblikom integrala Melnikove funkcije. 
Prosječan iznos faznog fluksa uzduž granice po periodu uzbude je : 
∫ +Ω=Φ 2
1
)(),(
2
2
000
t
t
FF OdttM εθπε δδ               (4.143) 
Iznos faznog fluksa uzduž granice u faznom prostoru omogućuje korisnu mjeru 
vjerojatnosti da rješenja izađu iz ograničenog područja.  
Za slučajnu uzbudu vrijedi : 
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4.9.3 METODA EROZIJE BAZENA 
 
 Prvo se odredi slika diskretiziranog faznog prostora [52]. To se područje 
podijeli na dijelove. Odabere se korak perioda uzbude i provodi vremenska 
integracija korištenjem npr. Runge-Kutta algoritma ili metodom harmonijskog 
ubrzanja. Zatim se odabere dio prethodnog područja. Računa se trajektorija svake 
točke do vremenskog trenutka u kojem se odlučuje da li početna točka pripada 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
bazenu. Erozijski koeficijent je broj izračunatih početnih uvjeta koji ostaju u bazenu 
nakon određenog broja iteracija.  
 
4.9.4  OSTALE METODE 
 
 Moguće je koristiti linearne krivulje uvećanja koje se u slučaju gibanja broda 
bezdimenzionaliziraju pomoću valnog nagiba pa imaju isto asimptotsko ponašanje pri 
omjeru frekvencija nula i beskonačno [45]. Jedna od osnovnih pojava je naginjanje 
vrha krivulje unatrag pri nižim frekvencijama. To uzrokuje višestruka harmonijska 
rješenja u tom rasponu frekvencija – to su ili stabilni fokusi ili nestabilna sedlasta 
periodička rješenja. Promjene u obliku krivulja mogu biti izazvane promjenama u 
prigušenju ili krutosti ili povećanjem valne amplitude ili frekvencije. 
 Moguće je primijeniti i teoriju bifurkacija [53]. Kako se mijenjaju fizički 
parametri, struktura rješenja ( stabilnost i broj rješenja ) može se značajno 
promijeniti. Za proučavanje ovih promjena koristi se teorija lokalnih bifurkacija. 
Bifurkacije i analiza stabilnosti omogućuju sistematsko proučavanje pojave i nestanka 
dodatnih rješenja diferencijalnih jednadžbi i promjene u karakteru stabilnosti rješenja 
kako se mijenjaju parametri.  Periodičkim skupljanjem diferencijalnih jednadžbi 
jednom po uzbudi dobije se mapa. Slučaj «omekšavanja» uključuje dvije sedlo-čvor 
bifurkacije, prva stvara fokus izvan faze i sedlo kako frekvencija raste i druga koja 
uništava fokus u fazi i sedlo kako frekvencija dalje raste. Za ljuljanje broda stabilne 
ravnoteže su stabilni fokusi, a ne stabilni čvorovi kao što je bilo prvo opisano.  
Bifurkacijska je teorija prikladna za opisivanje fenomena skoka jer objašnjava kako 
se rješenja visokih i niskih amplituda pojavljuju i nestaju promjenom uzbudne 
frekvencije. Moguće je pratiti utjecaj promjena prigušnog, povratnog i uzbudnog 
momenta na ponašanje broda preko magnifikacijskih krivulja. 
 Melnikova metoda je perturbacijska metoda za predviđanje kritične valne 
amplitude za sjecište manifolda, ali blizu rezonancije postoji drugi skup manifolda 
povezan s amplitudom sedla. 
  
4.10 DISKRETIZIRAN LINEARNI PRISTUP 
 Prema ovoj se metodi [23,54] diskretizirani linearni prikaz koristi za padajuću 
granu krivulje GZ ( krivulja poluge stabiliteta )  što omogućava proračun vjerojatnosti 
prevrtanja. Rastuća grana ostaje nelinearna. Metoda uzima eksplicitno u obzir 
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vrijeme. Pokazano je također da vanjska uzbuda nije od velike važnosti kada se 
prijeđe maksimum krivulje GZ.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.8  Diskretizirani prikaz padajućeg dijela GZ krivulje 
 
Jednadžba ljuljanja [27] postavlja se u obliku .   
)()()(1 tfttd s =++ θαθθ &&              ( 4.145 ) 
Povratni se moment aproksimira sljedećim izrazima : 
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n0  - frekvencija slobodnih i neprigušenih oscilacija malog iznosa 
kf0, kf1  - kutni koeficijenti aproksimacije 
θm0  -           kut za koji je GZ na krivulji statičkog stabiliteta maksimalan 
θV  - kut gubitka stabiliteta broda ( iz krivulje statičkog stabiliteta )  
 Izraz za uzbudu može biti složen ( npr. sadržavati hidrodinamičke i 
aerodinamičke nagibne momente kao i inercijalno i prigušno djelovanje horizontalnog 
gibanja), ali mora biti linearan. Linearnost u svim izrazima osim u onom za povratni 
moment omogućuje dobivanje konačnog rješenja kao sume slobodnih i prisilnih 
gibanja. Povezanost između raspona u prikazu povratnog momenta je ostvarena 
početnim uvjetima : odgovarajući kut nagiba i kutna brzina na kraju jednog raspona 
su ujedno početni uvjeti za gibanje u drugom rasponu.  
U ovom će se primjeru pojednostavljenja radi promatrati samo dva raspona : 
Raspon 0 (  0,   θm0 ) 
∑
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Raspon 1 ( θm0, θV ) 
∑
=
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N
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LiiFLiLiLL trrtCtCt
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1V02211L )sin()exp()exp()( εεσθλλθ        ( 4.148 ) 
gdje su : 
ε0  - početni fazni kut slobodnih prigušenih oscilacija 
qLi, rLi  - vrijednosti prisilnih oscilacija za pojedine raspone 
σLi  - skup frekvencija za Fourierov oblik slučajne uzbude 
εF0i, εF1i - početni fazni kutevi prisilnih oscilacija za pojedine raspone 
εLi  - skup slučajnih početnih faznih kutova za Fourierov oblik slučajne 
   uzbude 
2
1f1
2
012,1 dknd +±−=λ              ( 4.149 ) 
λ1,2  - svojstvene vrijednosti diferencijalne jednadžbe u rasponu 1 
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θθλθ
−
−−−−= ppCL &
&
 - proizvoljna konstanta općeg rješenja  (4.150)
    
CL2   - proizvoljna konstanta općeg rješenja 
pB  - početna vrijednost partikularnog rješenja 
 
 
Slika 4.9    Trokutasti dijagram kojim se aproksimira krivulja GZ 
 
 Vjerojatnost prevrtanja tijekom vremenskog perioda T može se izračunati kao 
vjerojatnost slučajnog događaja, takvog da brod premašuje kut θm0, a proizvoljna 
konstanta CL1 je pozitivna ili da brod premašuje kut  -θm0 u negativnom smjeru, a 
proizvoljna konstanata CL1 je negativna. Ako je proizvoljna konstanta CL1 pozitivna za 
pozitivne kutove nagiba to znači da će eksponencijalni izraz u jednadžbi težiti 
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beskonačnosti u pozitivnom smjeru što će dovesti sustav do prevrtanja za pozitivni 
kut.  
 Ako je konstanta negativna za pozitivne kutove nagiba to znači da će 
eksponencijalni izraz težiti beskonačnosti u negativnom smjeru što će dovesti sustav 
do raspona 0(0,θm0) gdje je prevrtanje nemoguće. Zaključno, do prevrtanja neće doći 
tijekom ovog poluperioda oscilacije.  
 Analogno, ako je konstanta CL1 negativna za negativne kutove nagiba do 
prevrtanja će doći u negativnom smjeru nagiba. 
)0*()()0()()( 10mT10mT <−<+>>= LL CppCppTp θθθθ                   ( 4.151 ) 
gdje je  
pT( θ > θm0 ) - vjerojatnost prevrtanja pri barem jednom premašivanju kuta θm0  
tijekom perioda T s pretpostavkom međusobne neovisnosti višestrukih premašivanja 
p(CL>0)  - vjerojatnost da proizvoljna konstanta CL1  poprimi pozitivnu 
vrijednost (vjerojatnost prevrtanja nakon premašivanja kuta θm0 ) 
 
 Za proračun ove vjerojatnosti nužno je razmotriti zakon raspodjele proizvoljne 
konstante CL1. Ona se može smatrati determinističkom funkcijom triju slučajnih 
parametara: kutne brzine prelaženja, vrijednosti prisilnih oscilacija i njihovih derivacija 
u trenutku prelaženja.  
 Utjecaj uzbude tijekom gibanja u rasponu 0(0, θm0) je mali, pa su i varijance 
odgovarajućih prisilnih oscilacija odzivne krivulje također male. Razlog ovome je 
odsutnost rezonancije na odzivnoj krivulji prisilnih oscilacija u prvom rasponu.  
 Za proračun se zahtijeva raspodjela proizvoljne konstante CL1. S obzirom da 
se ona smatra linearnom funkcijom kutne brzine prelaženja nije ju teško izračunati. 
Proces ljuljanja nije u korelaciji s procesom kutne brzine ljuljanja. Stoga je prelaženje 
moguće s bilo kojom pozitivnom vrijednošću kutne brzine. 
  Predodžba pomoću “trokutastog dijagrama” je dovoljno dobra za teorijska 
istraživanja kao i fizikalno razumijevanje fenomena prevrtanja, ali je za stvarni 
proračun potreban stvarni dijagram stabiliteta. Gustoća raspodjele procesa ljuljanja 
razlikuje se od normalne raspodjele. Ovisi ponajviše o obliku početnog dijela GZ 
krivulje zato što se najčešći kutovi ljuljanja nalaze u tom rasponu i njihova statistička 
težina ima velik utjecaj na rezultantni histogram. Kada je kut nagiba blizu  
maksimuma u dijagramu tada su trenutna metacentarska visina i prirodna frekvencija 
vrlo male. Stoga se odzivna krivulja pomiče prema ishodištu koordinatnog sustava 
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gdje je valna uzbuda mala. To znači da dinamički sustav dobiva vrlo mali iznos 
energije od uzbude kada su kutovi nagiba blizu maksimumu dijagrama, zaključno 
takvi kutovi nagiba su relativno rijetki i ne mogu promijeniti karakter raspodjele. Stoga 
nelinearnost dijagrama uzrokovana maksimalnom vrijednošću ne remeti normalan 
karakter raspodjele. Nasuprot tome, ako dijagram ima značajnu nelinearnost blizu 
kuta od 00 to bitno mijenja karakter raspodjele. 
 Stoga treba razviti metodu neovisnu o karakteru raspodjele ljuljanja. Takva se 
metoda sastoji od sljedećih koraka ( vidi Sl.4.10 i 4.11 ): 
1. Granica raspona 0 ( ili nelinearnog raspona ) je smještena na maksimumu 
dijagrama  stabiliteta 
2. Drugi dio dijagrama se zamijeni izlomljenom linijom s više raspona 
3. Treba se pronaći takva početna kutna brzina koja zadovoljava uvjet CL1≈0 na 
početku zadnjeg raspona izlomljene linije. Takva bi se početna brzina zvala  
kritičnom. Sve početne kutne brzine koje premašuju kritičnu dovesti će do prevrtanja. 
Sve brzine manje od kritične neće dovesti do prevrtanja uslijed malog utjecaja 
uzbude na gibanje na padajućem dijelu dijagrama. 
4. Gustoća vjerojatnosti može se aproksimirati korištenjem Tschebysheff- Ermitt 
polinoma do 4.reda [23] 
5. Vjerojatnost premašivanja kritične kutne brzine 
∫∞=>=≥
cr
)()0()( 1cr
φ
θθθθ
&
&&&& dfCpp L            ( 4.152 ) 
gdje je : 
crθ&    - kritična kutna brzina 
6. Vjerojatnost prelaženja maksimuma u dijagramu 
)exp(1)( maxT Tp Pξθθ −−=>             ( 4.153 ) 
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Slika 4.10 Primjer gustoće vjerojatnosti      Slika 4.11  Primjer gustoće vjerojatnosti 
                  kuta ljuljanja          kutne brzine ljuljanja  
 
 Ovom je metodom omogućeno relativno jednostavno rješenje problema 
prevrtanja. Prevrtanje ovisi o kritičnoj vrijednosti brzine ljuljanja pri prelaženju 
maksimalne vrijednosti GZ krivulje. Korištenje diskretiziranog linearnog prikaza 
krivulje GZ omogućuje izračun te kritične vrijednosti. Tada je: 
)()(),( crmax1 θθθθλ >>= = pplsX Tji             ( 4.155 ) 
gdje je : 
pT=1 (  > θmax )  - vjerojatnost premašivanja maksimuma GZ krivulje 
p( θ > θcr )  - vjerojatnost premašivanja kritične brzine ljuljanja 
Vjerojatnost prijelaza može se računati primjenom teorije prijelaza, ako su poznate 
vjerojatnosne karakteristike nelinearnog nepravilnog ljuljanja.  
 Prednost ove metode je korištenje teorije prelaženja ( “upcrossing” ) na krivulji 
GZ. Nedostatak je taj što krivulja GZ treba biti konstantna u vremenu. To čini 
nemogućim primjenu metode za bilo koji slučaj koji uključuje promjene krivulje GZ 
kao što je uzimanje u obzir poniranja ili valove u krmu ili u koso. No, moguće je 
modificirati metodu da bi bila primjenjiva i za te slučajeve. 
 
4.11 TEORIJA MARKOVLJEVOG PROCESA 
 
 Ova se metoda temelji na stohastičkom uprosječavanju [54]. Potrebno je 
poznavati različite parametre u nelinearnoj jednadžbi ljuljanja. Korelacija između 
linearnih i nelinearnih vrijednosti omogućuje za neke primjene korištenje linearnog ili 
djelomično linearnog modela s dovoljnom točnošću.  
Jednadžba ljuljanja prikazuje se izrazom  ( 3.3 ) uz d1, d2 i k1 i k3.   
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Uzbuda je stacionarni stohastički proces za koji vrijedi : 
∫∞
∞−
= τωττπω dRS MM cos)(2
1)(              (4.156 ) 
gdje je korelacijska funkcija : 
{ })()()( ττ += tftfER f               (4.157) 
Odnos između valnog spektra i uzbudnog spektra ljuljanja : 
)()()( 2 ωωω wM SHS =              ( 4.158 ) 
 Iz prethodnih je poglavlja poznato da je sigurno područje u faznoj ravnini 
ograničeno. Uz postojanje stacionarne slučajne uzbude moguće je da trajektorije 
izađu iz sigurnog područja fazne ravnine što rezultira prevrtanjem. Ukoliko je uzbuda 
slabog intenziteta ova vjerojatnost je mala. Za više vrijednosti uzbude te 
odgovarajuće jače ljuljanje do prevrtanja može doći u kratkom vremenskom periodu. 
U tom slučaju nije prikladno analizirati vjerojatnost prevrtanja pomoću stacionarnih 
pojmova statistike kao što su standardna devijacija ili raspodjela vjerojatnosti [55]. 
 
STOHASTIČKO UPROSJEČAVANJE 
Ovojnica ukupne energije ljuljanja broda definira se izrazom : 
)(
2 p
2
e θθ EE +=
&
                (4.159) 
gdje prvi član predstavlja kinetičku, a drugi potencijalnu energiju : 
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 Ukoliko je prigušenje slabog intenziteta širina pojasa odziva ljuljanja će biti 
puno manja od širine pojasa uzbudnog procesa. U tom se slučaju iznos energije 
neće značajno mijenjati tijekom vremenskog perioda koji je istog reda veličine kao i 
prirodni period oscilacije. Ako se jednadžba gibanja izrazi preko Ee(t) i aproksimira 
pomoću prosječnih vrijednosti oscilatornih izraza tijekom jednog ciklusa osciliranja to 
vodi do sljedeće diferencijalne jednadžbe u Ito-vom obliku : 
dWEDdtEmdE )()( e
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Dee +=             ( 4.161 ) 
mD(Ee)  - “drift” koeficijent 
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gdje su : 
sD i i cD i  - koeficijenti koji se mogu odrediti iz rješenja za slobodne  
neprigušene oscilacije 
To su Fourierovi koeficijenti povezani s izrazima : 
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DD( Ee )   - difuzijski koeficijent 
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Di EnSsEED ωπ             ( 4.164 ) 
W   -  Wienerov proces  
gdje je ω(Ee) frekvencija slobodnih neprigušenih oscilacija : 
)(/2)( ee ETE πω =               ( 4.165 ) 
a period neprigušenih oscilacija : 
[ ]∫ −=
b
pEE
dET
0
2/1
e
e )(
22)( θ
θ              ( 4.166 ) 
 b je definiran preko: 
Ep ( b ) = Ee                ( 4.167 ) 
LD( Ee ) je mjera prosječnog gubitka energije po ciklusu uslijed prigušenja : 
{ }[ ]∫ −= b dEEFETEL 0 2/1peeeD )(2)(4)( θθ             (4.168) 
Varijacija faznog kuta definirana je ovako : 
2/1
e
M2/1
e
0
M
)(
)(cos,
)2(
)(sin
E
E
t
E
t p
θεθε =−= &              (4.169 ) 
Iznos koeficijenata sDi i cDi u većini slučajeva vrlo brzo opada s porastom i, te je 
ispravno aproksimirati izraze izostavljanjem svih članova osim onih za i=1. Stoga 
slijedi : 
[ ])()(
2
)()( e
2
1D
2
1DeDe EScsELEm M ωπ ++−=                     ( 4.170 ) 
[ ])(2)( e2 1eeD ESsEED MD ωπ=                       ( 4.171 ) 
 Ee( t ) je jednodimenzionalni kontinuirani Markovljev proces. Ako je  p( Ee Ee0 ; t )  
funkcija gustoće prijelaza za Ee( t ) što znači da je p( Ee Ee0 ;t )dEe vjerojatnost da u 
trenutku t  vrijedi Ee + dEe < Ee( t ) < Ee uz Ee(t  ) = Ee0 tada za  ovu funkciju gustoće 
Fokker-Planck-Kolmogorov jednadžba glasi : 
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[ ] [ ]pED
E
pEm
Et
p )(
2
1)( e2
e
2
e
e ∂
∂+∂
∂−=∂
∂            ( 4.172 ) 
 
RASPODJELA VJEROJATNOSTI ODZIVA 
 Ukoliko uzbuda nije velikog intenziteta vjerojatnost napuštanja sigurnog 
područja u faznoj ravnini bit će zanemarivo mala. To znači da Ee( t ) približno doseže 
stacionarnost.  
Ukoliko je 0=∂
∂
t
p  stacionarna, funkcija gustoće postaje : 
);(lim)( 0eee tEEpEp =   uz t→∞                  ( 4.173 ) 
Izraz za zajedničku stacionarnu funkciju gustoće glasi : 
)(
)(
),(
e
e
ET
Epp =θθ &                          ( 4.174 ) 
Korištenjem prethodne jednadžbe moguće je  integracijom odrediti statističke veličine 
za kut ljuljanja. 
 
ODREĐIVANJE VJEROJATNOSTI PREVRTANJA 
Ako se energija broda Ee(t)  razmatra kao odzivni proces prikladno je definirati 
kritičnu razinu energije he. 
3
2
1
4
3
2
1
e 44
*
2
*
k
kkkh −=+= θθ             ( 4.175 ) 
Vrijeme prvog prolaza T odgovara prevrtanju tj. prvom izlazu iz sigurnog područja u 
faznoj ravnini. T je slučajna varijabla s funkcijom gustoće vjerojatnosti p( t ), gdje je p( 
t )dt vjerojatnost da Ee( t ) prijeđe kritični iznos između t i t+dt. Vjerojatnost da će se 
kritična razina energije prijeći barem jednom u danom vremenskom intervalu 0 – t 
predstavljena je izrazom : 
∫= t dptp
0
)()( θθ               ( 4.176 ) 
a moment vremena prvog prolaza : 
{ } ∫∞==
0
e0e1 )()( dttptTEEm
ii                      ( 4.177 ) 
Skup diferencijalnih jednadžbi za mi( Ee0 ) može se dobiti pomoću FPK jednadžbe za 
Ee( t ). To su takozvane Pontriagin – Vitt jednadžbe čije je analitičko rješenje teško 
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odrediti osim u specijalnim slučajevima. Ali, može se primijeniti neka numerička 
metoda ( npr. Runge – Kutta ). 
Prvi moment ili srednje vrijeme prolaza je  
)0(1mT =                ( 4.178 ) 
To je stoga jer se funkcija gustoće  približava asimptotskom obliku 
)exp()( 11 ttp λλ −=               ( 4.179 ) 
za dugo vrijeme do prevrtanja gdje je λ1 prva svojstvena vrijednost FPK jednadžbe. 
U tom slučaju je : 
∫
∞
=−=
0 1
11
1)exp( λτττλλ dT              ( 4.180 ) 
Ako se poznaje T  može se odrediti funkcija gustoće prvog prolaza, a time i 
vjerojatnost da Ee(t) ostaje unutar propisanih granica. Statističke vrijednosti za Ee( t ) 
mogu se prevesti u statističke vrijednosti amplitudnog procesa koji može poslužiti kao 
dobra aproksimacija θ( t ).  
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5 PRIKAZ NELINEARNIH FENOMENA 
 
 Osnovno obilježje nelinearnih sustava je mogućnost pojave značajnih 
promjena u ponašanju sustava i uslijed vrlo malih varijacija nekog od parametara. 
Razmatranje ljuljanja uslijed monoharmonijske uzbude omogućuje uvid u niz 
nelinearnih fenomena [57]: 
- pomak prirodne frekvencije 
- višestruki odzivi sa skokovima 
- razbijanje simetrije 
rezonantni fenomeni : sinhronizam, superharmonijski, subharmonijski, super-
subharmonijski 
- bifurkacije 
- prijelaz u kaos preko kaskada 
- fraktalna granica  
- kaotični atraktor 
- kaos 
 
 Kao što je vidljivo nelinearni sustav može imati višeharmonijski nepravilni 
odziv na monoharmonijsku uzbudu što se naziva deterministički kaos. U sklopu 
razmatranja ljuljanja broda na morskim valovima može se pratiti prijelaz u kaos tj.  
fraktalne granice područja stabilnosti  i formirati tzv. bazen sigurnosti.  
 Cilj je utvrditi koje kombinacije parametara ( kutovi ljuljanja, valne visine, kurs 
broda, brzina broda, gazovi i sl. ) mogu uzrokovati prevrtanje broda. Poželjno je da 
se za određene kombinacije parametara na što brži (jednostavniji) način  može 
odrediti rizik od prevrtanja. Iako situacija monoharmonijske uzbude nije realna 
nelinearni fenomeni koji se mogu na taj način pratiti također mogu služiti kao 
nagovještaj mogućeg prevrtanja za realistične slučajeve tj. kada je brod postavljen na 
morsko valovlje. 
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Slijedi kratak pregled značenja prethodno navedenih pojmova: 
 
Pomak prirodne frekvencije 
Porastom uzbudnog momenta, nelinearni povratni moment mijenja krutost sustava 
pa time uvjetuje i promjenu prirodne frekvencije [57]. 
 
Razbijanje simetrije 
 Ako je problem simetričan amplitude odgovarajućih pozitivnih i negativnih 
odziva bit će iste.  
 Porastom uzbude nelinearnog sustava dolazi prvo do smanjenja amplitude 
odziva na jednoj strani i porasta na suprotnoj strani. Taj se fenomen naziva razbijanje 
simetrije pravilnog harmonijskog odziva [57]. Prijelaz iz stabilnog u nestabilno gibanje 
se definira pomoću Floquetove teorije [58]. 
 
 
 
             a ) 
 
 
 
            b ) 
 
 
 
Slika 5.1  Prikaz u vremenskom području i faznoj ravnini : 
    a ) pravilni harmonijski odziv 
                b ) razbijanje simetrije 
 
 
Višestruki odzivi sa skokovima 
 Fenomen skoka ili histereze javlja se kada za ograničeni raspon određenog 
parametra postoje dvije stabilne zatvorene orbite odvojene sa graničnim ciklusom 
(atraktor koji je zatvorena krivulja u prostoru ) [59]. 
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 Slika 5.2 Prikaz višestrukih odziva 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 5.3 Prikaz fenomena skoka 
 
Rezonatni fenomeni 
 U nelinearnim sustavima je moguća pojava intenzivnog odziva na uzbudu 
ukoliko je frekvencija uzbude višekratnik prirodne frekvencije sustava. Uslijed 
nelinearnosti se odziv pomiče iz područja uzbudne frekvencije u područje prirodne 
frekvencije [60,61]. 
 
Superharmonijska rezonancija 
Javlja se kada je uzbudna frekvencija višestruko manja od prirodne frekvencije. 
Subharmonijska rezonancija 
Javlja se kada je uzbudna frekvencija višestruko veća od prirodne frekvencije. 
 
 Frekvencija je u slučaju superharmonijske rezonancije višestruko manja od 
prirodne frekvencije. Odzivne krivulje kod superharmonijskog odziva imaju svojstvo  
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savijenosti. Ako je krivulja savijena ulijevo riječ je o omekšavajućem ponašanju, ako 
je udesno o otvrdnjavajućem ponašanju. U prvom slučaju frekvencija pada s 
porastom amplitude, a u drugom raste. Rezultat toga je pomak frekvencije u smjeru 
savijanja odzivne krivulje. Krivulja koja opisuje odziv u području subharmonijske 
rezonancije je kvalitativno različita jer ne pokazuje vršne vrijednosti već skok iz 
nerezonantnog u rezonatno stanje.     
 Glavna i superharmonijska rezonancija su prisutne za gotovo svaki intenzitet 
uzbude, dok se subharmonijska rezonancija javlja samo kada uzbuda prijeđe 
određenu razinu.  
 
 
 
 
 
 
 
                         
 
 
                        
 
                           a )     b ) 
 
Slika 5.4  Prikaz rezonantnih fenomena odziva 
  a ) amplituda superharmonijske komponente oscilacije 
  b ) amplituda subharmonijske komponente oscilacije 
 
 
Bifurkacija 
Bifurkacija je promjena broja atraktora u sustavu uslijed promjene parametara nekog 
od sustava [62]. Atraktor je ravnotežno stanje ili grupa stanja prema kojem dinamički 
sustav konvergira. Flip bifurkacija je  bifurkacija udvostručenja perioda. Fold 
bifurkacija je tzv. sedlo-čvor bifurkacija. Predstavlja skok odziva prema udaljenom 
atraktoru .  
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Slika 5.5 Prikaz bifurkacije  
 
Bazen sigurnosti 
 Bazen sigurnosti može se odrediti u ravnini početnih uvjeta ili u ravnini 
uzbude. To je područje u faznom prostoru povezano sa danim atraktorom tj. skup 
točaka koje idu prema tom atraktoru [62].  Atraktor je skup vrijednosti u faznom 
prostoru kojima sustav teži tijekom vremena ( može sadržavati samo jednu točku, ali i 
beskonačan broj točaka ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 5.6 Prikaz bazena sigurnosti 
 
Fraktal  
 Fraktal je  geometrijski oblik sa simetrijom mjerila. Tj. u kojem god se mjerilu 
gleda struktura djeluje isto [62] : 
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Slika 5.7     Prikaz fraktalne granice 
 
Kaos  
 Kaos je složeno, naizgled nepravilno gibanje determinističkih sustava 
karakterizirano osjetljivom ovisnošću o početnim uvjetima [62]. 
 Kaskada bifurkacija udvostručenjem perioda je česti put prema kaotičnom 
atraktoru. Svaka bifurkacija stvara stabilne oscilacije periodom dvostruko većim od 
prethodnog.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 5.8 Prikaz prijelaza u kaotično gibanje 
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6 PRORAČUN LJULJANJA I PREVRTANJA BRODA  
 
6.1 ZNAČAJKE BRODA 
 
Za proračun ljuljanja broda odabrana je forma trajekta ispitivana u Brodarskom 
Institutu 1997 [64]. Postojanje rezultata modelskih pokusa omogućuje usporedbu 
dobivenih rezultata, a time i verifikaciju primijenjenih metoda. 
 
Tablica 6.1   Značajke broda 
Tip broda : TRAJEKT ZA PRIJEVOZ PUTNIKA I VOZILA 
Omjer duljine između okomica i 
širine 
Lpp/B 3.656 
Omjer duljine na vodnoj liniji i 
širine 
LWL/B 3.632 
Omjer širine i gaza  B/d 4.182 
Uzdužni položaj težišta istisnine LCB 51% Lpp 
Vertikalni položaj težišta istisnine ZCB 56.7%d 
Razlika vertiklanih položaja 
težišta sustava i istisnine 
ZCG-
ZCB 
3.303 m 
Koeficijent punoće vodne linije CWL  0.8107 
Koeficijent središnjeg presjeka CM  0.9279 
Koeficijent punoće istisnine CB (LWL)  0.603 
 
Brod je ispitivan sa i bez ljuljnih kobilica pa su i proračuni izvedeni za obje varijante. 
Model je izrađen u mjerilu Λ=15 (tj. 1:15). 
 
 
Slika 6.1  Nacrt rebara, pramčane i krmene konture  
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6.2  IZRAČUN KOEFICIJENATA U JEDNADŽBI LJULJANJA 
 
6.2.1  MOMENT INERCIJE 
 
 Suma momenta inercije trupa i dodane mase okolne vode odredit će se prema 
izrazu (3.4) za model broda te će se preko mjerila preračunati na brod. Podatak o 
metacentarskoj visini je dostupan u knjizi trima i stabiliteta [30], a moguće ga je i 
približno odrediti u slučaju da nije poznat. 
 Vlastiti period ljuljanja modela  T  u ovom radu određuje se izravno iz rezultata 
pokusa stišavanja ljuljanja, a ako ne bi bili dostupni podaci ovog pokusa moguće je 
koristiti približni izračun putem izraza ( 3.5 i 3.6, 3.poglavlje ). U tu svrhu korišten je 
program A (vidi prilog). 
 Dobivene vrijednosti :  
a ) preko pokusa stišavanja ljuljanja modela broda i korištenjem rezultata knjige trima 
i stabiliteta : 
     TM= 2.2976 s    
     MG = 1.556 m  [31] 
      I = 29 682.0 tm2 
 
b )  približni proračun : 
      GM=KM-ZCG 
      KM=ZCB+BM 
      ∇=
TIBM                    ( 6.1 ) 
      3LBCI ITT =                   ( 6.2 )    
     
7.11
2
WL
IT
CC =                             ( 6.3 ) 
      IB= 28 924 tm2 
Daljnji se proračun nastavlja s rezultatom dobivenim pod a ) koji se smatra 
pouzdanijim. 
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6.2.2 POVRATNI MOMENT 
 
 Izraz za povratni moment može se dobiti  polinomskom aproksimacijom  GZ 
krivulje: 
a ) metodom najmanje vrijednosti sume kvadrata odstupanja 
b ) korištenjem izraza ( 3.21, 3.22, 3.23 ; 3.poglavlje ) 
 Ukoliko GZ krivulja nije poznata moguće ju je odrediti približnim proračunom 
što u ovom slučaju nije bilo potrebno. Slijedi dijagramski prikaz krivulje stabiliteta 
broda [ 65 ] , i odgovarajućih aproksimacija : 
0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1
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G
Z 
(m
)
 
                      θ ( ° )   
Slika 6.2 Poluga statičkog stabiliteta broda 
 
                     
         
                                                                              
Slika 6.3      Aproksimacije relativnog povratnog mom  enta 
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Relativni povratni moment ( vidi Sl.6.3 ) predstavljen je sljedećim izrazom 
I
GZgmr
Δ=                   ( 6.4 ) 
Za aproksimaciju prema Taylanu potrebni su sljedeći ulazni podaci : 
- metacentarska visina ( dana u knjizi trima i stabiliteta ) 
- kut gubitka stabiliteta broda ( očitano s dijagrama ) 
- površina ispod krivulje statičkog stabiliteta ( dobiveno numeričkom 
integracijom ) 
Kodovi za izračun koeficijenata B i C dani su u prilogu. 
Tablica 6.2 Koeficijenti relativnog povratnog momenta : 
 k1    (s-2)  k3    (s-2) k5   (s-2) k7   (s-2) 
polinom  
3.stupnja 
0.671997033 -0.53920393 0.0 0.0 
polinom  
5.stupnja 
0.630620936 -0.40482026 -0.08679720 0.0 
polinom  
7.stupnja 
0.536133048  0.21992815 -1.128716074 0.4885682579 
polinom  
5.stupnja-Taylan 
0.498567 -0.03191278 -0.293712 0.0 
 
 Iz slike 6.3 vidljivo je da polinom 7.stupnja dobiven metodom najmanjih 
kvadrata odstupanja daje daleko najtočniju aproksimaciju relativnog povratnog 
momenta broda. Odabir aproksimacije koja će se koristiti u proračunu ovisit će o 
odabiru metode proračuna tj. o stupnju polinoma s kojim je moguće ući u proračun. 
Metodu ravnoteže harmonika moguće je primijeniti na jednadžbu samo ukoliko je 
povratni moment aproksimiran polinomom 3.stupnja. U primjeni metode 
harmonijskog ubrzanja na harmonijskom valu koristit će se aproksimacija 3.stupnja 
kako bi se mogao pratiti prijelaz iz stabilnog u kaotično stanje. Pri proračunima na 
morskim valovima koristit će se polinom 7. stupnja stoga što je aproksimacija putem 
njega najtočnija. 
 
6.2.3 MOMENT PRIGUŠENJA 
 Proračun koeficijenata prigušenja ovisi o modelu prigušenja koji će se koristiti ( 
izrazi 3.6 – 3.9, 3.poglavlje ). Chakrabarti [ 66 ] predlaže empiričke izraze za izračun 
linearnog koeficijenta prigušenja. Taylan [ 19 ] također predlaže izraze za izračun 
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ovih koeficijenata. Za proračun na harmonijskim valovima koristit će se linearne 
aproksimacije, a za proračun na morskim valovima kubne aproksimacije. 
  S obzirom da postoje rezultati pokusa stišavanja ljuljanja ( provedenog u 
Brodarskom institutu ) koristit će se sljedeći način određivanja linearnog i kubičnog 
koeficijenta prigušenja:  
 Linearni koeficijent prigušenja odredit će se izravno iz krivulje stišavanja 
ljuljanja korištenjem sljedećih izraza [56]: 
Ti υθ
θ =+
i
1ln                    ( 6.5 ) 
2976.2
05794.1ln=υ  = 0.02451411        
  
d1M =  2⋅υ = 0.04902822 s-1 
Izračun brodske vrijednosti : 
T=8.898566 s   ( prema izrazu 3.4 ) 
Λ=ΛΛ
Λ=
Δ
Δ=
3
5
2
MM
MM
gMG
I
gMG
I
T
T π        (6.6) 
ω0 = 0.706096 rad/s 
Λ=
Mdd ,11   
d1 =  0.01265913  s-1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.4     Krivulja stišavanja ljuljanja modela ( pokus ) 
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 Kubni koeficijent odredit će se primjenom metode harmonijskog ubrzanja. Pri 
tome će jednadžba ljuljanja biti homogena. Odgovarajući koeficijenti koji ulaze u 
izračun su : 
 
Tablica 6.3  Koeficijenti za izračun kubnog koeficijenta prigušenja 
d1,M  0.0490282  
k1,M 8.0417002 k1M = Λ k1B 
k3,M 3.2988981 k3M = Λ k3B 
k5,M -16.9307173 k5M = Λ k5B 
k7,M 7.3285167 k7M = Λ k7B 
ω0M 2.734680 T/20 πω =  
ξ 0.00896416 ξ = d1 / 2ω0 
ωM 2.734680  
 
Odnos između koeficijenata povratnog momenta za model i brod može se izvesti 
prema : 
Λ=Λ
Λ⋅Λ=Δ
Δ
= 15
3
M
MM
M
I
I
g
GZ
GZ
m
m
                ( 6.7 ) 
U programu je početni kut nagiba početni kut iz pokusa stišavanja ljuljanja: 
θ(0)= 0.2618 rad    
Kubni koeficijent prigušenja se odabire tako da rješenje jednadžbe daje najbolje 
podudaranje s krivuljom stišavanja ljuljanja ( suma kvadrata odstupanja ekstrema 
krivulja je minimalna). Dobiva se sljedeća vrijednost: 
d3 = 0.4954 s 
d3,M = 0.1279 s 
Program za izračun ove vrijednosti D dan je u prilogu. 
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Slika 6.5   Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( model ) 
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Slika 6.6   Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( brod ) 
 
 
6.2.4 KOEFICIJENTI ZA BROD S LJULJNIM KOBILICAMA 
 
 Ako je brod opremljen ljuljnim kobilicama dolazi do promjene momenta inercije  
uslijed promjene vlastitog perioda ljuljanja ( očitano iz krivulje stišavanja ljuljanja ) 
[67]. 
TM=2.47 s 
pa se proračunom prema  6.2.1 dobiva : 
I  = 34303.  tm2  
 Do promjene koeficijenata relativnog povratnog momenta dolazi uslijed 
promjene momenta inercije.  
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k1= 0.46390952  s-2 
k3= 0.1903032797 s-2 
k5= -0.97666954 s-2 
k7= 0.42275493085 s-2 
 
 Koeficijenti prigušenja određuju se temeljem krivulje stišavanja na istovjetan 
način kao u 6.2.3. 
18456.02
47.2
256.1ln
1 =⋅=Md s-1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.7  Krivulja stišavanja ljuljanja ( model s ljuljnim kobilicama ) 
 
Za izračun kubnog koeficijenta stišavanja potrebni su sljedeći podaci : 
ω0=2.5438 rad/s 
ξ = 0.035514 
θ(0) = 0.2033  rad 
Odgovarajuće brodske vrijednosti su : 
TB = 9.566 s 
ω0B= 0.65682 rad/s 
d1 = 0.0476542 s-1 
 Prema dijagramu stišavanja ljuljanja, a korištenjem metode harmonijskog 
ubrzanja određen je d3 = 3.765 s tj. d3M = 0.9721 s. 
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Slika 6.8   Usporedba krivulja stišavanja ljuljanja ( brod s ljuljnim kobilicama ) 
 
6.2.5 KOEFICIJENTI U JEDNADŽBI ZA OŠTEĆENI BROD 
 
 Oštećenje broda manifestira se u izrazu za povratni moment i u promjeni 
vlastitog perioda ljuljanja. U ovom će se radu uzeti u obzir promjena povratnog 
momenta, dok će se promjena perioda zanemariti [20]. 
 Razmotrit će se tri slučaja oštećenja. Za diferencijalnu jednadžbu gibanja 
koristit će se izraz ( 3.25 ). Jednadžba u konačnom obliku je ( linearno prigušenje, 
povratni moment kao polinom 5.stupnja ) : 
)()1)(1(01265913.0 22221 tfk DD =−−−+ θβθαθθθ &&              ( 6.8 ) 
tj. koeficijenti povratnog momenta su : 
1.slučaj 
k1 = 0.35  s-2  k3 = -0.3 s-2  k5 = 0.012 s-2 
 
2.slučaj 
k1 = 0.65  s-2  k3 = -1.2 s-2   k5 = 0.105 s-2  
 
3. slučaj 
k1 = 0.4 s-2     k3 = -0.3 s-2   k5 = -0.02 s-2  
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Slika 6.9   Povratni moment neoštećenog i oštećenog broda  
 
 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda bit će analizirano na harmonijskom valu 
i na morskim valovima.  
 
 
6.2.6 VALNA UZBUDA 
 
 Ljuljanje i prevrtanje broda razmatrano je na harmonijskom valu i na morskim 
valovima. U slučaju harmonijskog vala za valnu uzbudu korišteni su izrazi ( 3.28 ) i 
(3.30).  Za određivanje harmonijskih koeficijenata valne uzbude u slučaju morskih 
valova korišteni su izrazi ( 3.32 – 3.35 ). Proračun je proveden na spektru 
Jadranskog mora (jednoparametarski, dvodimenzionalni) za koji vrijede izrazi [68] : 
p
H
gS 63.1186.5exp0135.0862.0)( 2
3/1
45
2
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡−= ωωω               ( 6.9 ) 
gdje su : 
( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−=
22
2
2
exp
m
mp ωσ
ωω
               ( 6.10 ) 
6.0
8.132.0
3/1 +
+=
hm
ω                ( 6.11 ) 
 
⎩⎨
⎧
>⇒
<⇒=
m
m
ωω
ωωσ
10.0
08.0
                ( 6.12 ) 
Parametri koji su varirani su kut napredovanja broda, amplituda uzbude ( značajna 
valna visina ) i frekvencija uzbude.  
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Maksimalna frekvencija do koje će se uzeti u obzir spektar valne energije računa se 
prema izrazu [33]. 
B
g χπω sin2max=                 ( 6.13 ) 
 Pri izračunu spektra potrebno je navesti i podatak o željenom broju harmonika 
N. Taj broj predstavlja ukupan broj harmonijskih valova koji čine valnu uzbudu.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.10  Jadranski spektar valne energije 
 
 
6.3 PRORAČUN LJULJANJA NA MORSKIM VALOVIMA I USPOREDBA S 
 REZULTATIMA  POKUSA 
 
 Proračun je proveden metodom harmonijskog ubrzanja ( program E - prilog ). 
UZBUDA : 
Spektar Jadranskog mora    H1/3= 3.75 m 
                                             χ = 900  ( valovi u bok ) 
                                                 Vbroda = 0.0 m/s 
                                                                                            broj harmonika 
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0,00
0,02
0,04
0,06
0,08
0,10
0,12
0,14
0,16
0,18
0,20
0 1 2 3 4 5 6 7 8ω (rad/s) 
m n
 (s
-2 )
 
 
Slika 6.11   Fourierovi koeficijenti uzbudnog momenta ( model ) 
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Na slikama 6.12 i 6.14 slijedi prikaz ljuljanja za  model u vremenskom području. Na 
slikama 6.13 i 6.15 dan je prikaz ljuljanja broda te odgovarajućih Fourierovih 
koeficijenata i spektra. Fourierovi koeficijenti modela dobiveni su Fourierovom 
transformacijom rezultata iz vremenskog područja za željeni broj harmonika (N =180). 
 
Fourierov koeficijent za odgovarajući harmonik n dobiven je putem izraza : 
∑∑
==
⋅+⋅=
tocakabrojukupni
m
tocakabrojukupni
m
nmm
m
nmm
m
nkoefFourier
__
1
2
__
1
2 )),(sin)(2()),(cos)(2()(_ ϑθϑθ  (6.14)            
gdje je : 
T
nmtnm ⋅⋅⋅= )(2),( πϑ                 (6.15)
  
Spektar je dobiven kao suma kvadrata Fourierovih koeficijenata za određeni raspon 
frekvencije : 
ωΔ=
∑
2
_ 2koefFourierov
S                 (6.16) 
 
Pri tome su korištene sljedeće vrijednosti : 
T = 502.65 s  - jednak vremenskom periodu najnižeg harmonika 
δt = 0.06135 s – odgovara ukupnom broju točaka 8192 
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a ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.12      Rezultati za model broda bez ljuljnih kobilica 
                      a ) ljuljanje modela broda – pokus                        
           b ) ljuljanje modela broda – metoda harmonijskog ubrzanja 
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a ) 
         
 
 
b )           c ) 
 
  
 
Slika 6.13 Rezultati za brod bez ljuljnih kobilica   
                         a ) ljuljanje broda u vremenskom području – metoda harmonijskog ubrzanja 
                         b ) Fourierovi koeficijenti kuta ljuljanja 
             c ) Spektar kuta ljuljanja, N=30 
 
Efektivni valni nagib r računat je prema izrazu (3.4) te je za sva stanja mora uzeto : 
r = 1.15123 
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a ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b )  
 
Slika 6.14      Rezultati za model broda s ljuljnim kobilicama 
                      a ) ljuljanje modela broda – pokus   
                      b ) ljuljanje modela broda – metoda harmonijskog ubrzanja 
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a ) 
 
 
b )       c  ) 
 
Slika 6.15 Rezultati za brod s ljuljnim kobilicama   
                         a ) ljuljanje broda u vremenskoj domeni – metoda harmonijskog ubrzanja 
                         b ) Fourierovi koeficijenti kuta ljuljanja 
             c ) Spektar kuta ljuljanja, N=30 
 
 U svrhu usporedbe izračunat će se autokovarijansne funkcije te odgovarajući 
spektar za dani  slučaj broda bez i s ljuljnim kobilicama. 
Nulta autokovarijansna funkcija : 
∑
=
−=
M
N
N XX
1
2
0 )()(τχ                  (6.17) 
gdje je M ukupan broj točaka.  
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Autokovarijansna funkcija : 
∑
+=
− −−=
T
t
tt XXXX
1
))(()(
τ
ττχ             ( 6.18 ) 
gdje su : 
τ -  vremenski pomak 
X  -  srednja vrijednost 
 
Spektar : 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ += ∑−
=
1
1
)cos()(2)0(
2
1)(
T
S
τ
ωττχχπω            ( 6.19 ) 
 
 Na slikama 6.16 i 6.17 prikazana je normirana autokovarijansna funkcija 
(kvocijent autokovarijansne funkcije i nulte autokovarijansne funkcije ). Na slikama 
6.18 i 6.19 prikazani su spektri. Program proračuna F  dan je u prilogu. 
 Usporedba ukazuje na dobro poklapanje rezultata dobivenih metodom 
harmonijskog ubrzanja i pokusom, te će se daljnji proračun raditi metodom 
harmonijskog ubrzanja uz korištenje koeficijenata u jednadžbi ljuljanja dobivenih uz 
pomoć pokusa. 
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a )                                                                                      b ) 
                   
 
Slika 6.16   Normirana autokovarijansna funkcija – brod bez ljuljnih kobilica 
                       a ) metoda harmonijskog ubrzanja 
                       b ) pokus 
 
 
a )             b ) 
 
 
Slika 6.17    Spektar dobiven preko autokovarijansne funkcije – brod bez ljuljnih kobilica 
                        a ) metoda harmonijskog ubrzanja   δt = 0.125 s 
                        b ) pokus 
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a )                                                                                   b ) 
    
                   
 
Slika 6.18  Normirana autokovarijansna funkcija – brod s ljuljnim kobilicama 
                     a ) metoda harmonijskog ubrzanja 
                     b ) pokus 
 
 
a )                                                                                                b ) 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.19  Spektar dobiven preko autokovarijansne funkcije – brod s  ljuljnim kobilicama 
                     a ) metoda harmonijskog ubrzanja   δt = 0.125 s 
                     b ) pokus 
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6.4  PRORAČUN LJULJANJA I PREVRTANJA BRODA NA HARMONIJSKOM 
 VALU 
 
 Proračun ljuljanja neoštećenog broda na harmonijskom valu provest će se 
korištenjem pojednostavljene jednadžbe ljuljanja u Duffingovom obliku [57] : 
takkd ωθθθθ cos3311 =−++ &&               ( 6.20 ) 
gdje su koeficijenti : 
01 2ξω=d  
k1 , k3  - dobiveni polinomskom aproksimacijom metodom najmanjih kvadrata 
 Za proračun ljuljanja oštećenog broda na harmonijskom valu koristit će se 
jednadžba u sljedećem obliku :  
takkkd ωθθθθθ cos553311 =++++ &&              ( 6.21 ) 
 Iznosi parametara tj. frekvencije i amplitude uzbude odabrani su tako da 
dobiveni rezultati manifestiraju nelinearne fenomene kao što su razbijanje simetrije, 
udvostručenje perioda, prijelaz u kaotično stanje i prevrtanje. Fortranski program 
proračuna G dan je u prilogu. 
 
6.4.1 PRORAČUN METODOM HARMONIJSKOG UBRZANJA 
              
 Proračuna na harmonijskom valu bit će razrađen kako slijedi.   
 Za primjer predstavljen na slici 6.20 potrebno je dokazati stabilnost. Stabilnost 
se dokazuje korištenjem Floquetovog teorema. Naime, rješenje se pretpostavi u 
obliku : 
)()()( tttX Υ+=θ                ( 6.22 ) 
 Ako funkcija Y(t) raste s vremenom rješenje se smatra nestabilnim, a ako pada 
rješenje se smatra stabilnim. 
Izraz (6.21 ) uvrsti se u izraz ( 6.20 ) te se dobije varijacijska jednadžba : 
0)3(2 2200 =−++ YYY κθωξω &&             ( 6.23 ) 
 Ova jednadžba ima dva osnovna linearno neovisna rješenja Y1(t) i Y2(t). S 
obzirom da jednadžba ima varijabilni periodički koeficijent s periodom jednakim 
uzbudnom periodu tada su i Y1(t+T) i Y2(t+T) rješenja ove jednadžbe. Mogu se 
prikazati kao linearna kombinacija osnovnih rješenja  [33]: 
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Y1(t+T)=a11Y1(t) + a12Y2(t) 
                 ( 6.24 ) 
Y2(t+T)=a21Y1(t) + a22Y2(t) 
 
Može se zaključiti da je : 
Y( t+T)=λ Y(t)               ( 6.25 ) 
λ je svojstvena vrijednost matrice [ ] [ ]ijaA = , i,j=1,2  čiji su iznosi : 
( )[ ] ⎭⎬⎫⎩⎨⎧ +−±+= 2/121122221122112,1 421 aaaaaaλ            ( 6.26 ) 
 Ako su |λ1| i |λ2| manji od jedan, tada je rješenje stabilno tj. ako je jedna od 
vrijednosti veća od jedan tada je rješenje nestabilno. Kako bi se odredili koeficijenti iz 
izraza ( 6.26 ) potrebno je jednadžbu ( 6.21 ) integrirati u t=0 do t=T uz dva skupa 
početnih uvjeta : 
 1)0(1 =Y  0)0(1 =Y&  
                                    ( 6.27 ) 
0)0(2 =Y  1)0(2 =Y&  
 
 Vremenska integracija provedena je metodom harmonijskog ubrzanja. Slijedi : 
 )(111 TYa =  )(112 TYa &=  
 )(221 TYa =  )(222 TYa &=             ( 6.28 ) 
 
 Prikaz razbijanja simetrije, udvostručenja perioda, višestrukih perioda te kaosa 
i prevrtanja  dan je na slikama 6.20 – 6.23 za brod s ljuljnim kobilicama. Na slikama 
6.24 -6.31 prikazano je subharmonijsko i superharmonijsko ponašanje  broda sa i 
bez ljuljnih kobilica.  Na slikama 6.32 – 6.39 dan je prikaz ljuljanja oštećenog broda. 
Slike 6.40 – 6.47 donose  prikaz ljuljanja i prevrtanja neoštećenog i oštećenog broda 
u uzbudnoj ravnini i u ravnini početnih uvjeta. 
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Brod s ljuljnim kobilicama 
 
Slika 6.20  Pravilni harmonijski odziv na harmonijsku uzbudu 
 =
0ω
ω
0.915, =2
0
1
ω
a
0.2666,  n=10,  θ=-0.64 rad, θ&=0.053 rad/s ,   θmax = 0.6449 rad 
 
Dokaz stabilnosti rješenja su iznosi svojstvenih vrijednosti : 
|λ1| =0.9746  |λ2| = 0.52879 
koji su manji od jedinice. 
 
Slika 6.21   Razbijanje simetrije   =
0ω
ω
0.915, =2
0
1
ω
a
0.3755,  n=10, θ=-0.64 , =θ& 0.053 
pozitivna amplituda    θmax =  0.7916 rad  ,  negativna amplituda   θmin = -0.659  rad 
  
  
 Razbijanje simetrije pojava je kada se iznosi pozitivnih amplituda promijene u 
odnosu na iznose negativnih amplituda. To je prvi korak prema razvoju kaotičnog 
odziva, a uzrokuje ga povećanje amplitude uzbude. 
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Slika 6.22  Udvostručenje perioda, =
0ω
ω
0.915, =2
0
1
ω
a
0.3848,  n=10, θ=-0.64 , =θ& 0.05 
pozitivna amplitude  θmax = 0.8075 rad 
negativna amplituda   θmin,1 =  0.631 rad 
                                   θmin,2 =  0.59 rad 
  
 Nakon razbijanja simetrije daljnjim povećanjem amplitude uzbude dolazi do 
pojave dvije različite amplitude za negativne vrijednosti. 
 
Slika 6.23 Višestruki periodi, kaos i prevrtanje  =
0ω
ω
0.915, =2
0
1
ω
a
0.388,  n=10, θ=-0.64 , =θ& 0.053 
  
 Daljnjim povećanjem amplitude uzbude dolazi do pojave višestrukih perioda, 
kaotičnog ljuljanja i naposljetku prevrtanja. Ove pojave posebno su lako uočljive na 
faznim portretima, pa je tako na slici 6.23 vidljivo da fazni portret ne slijedi više 
nikakvu zakonitost. Da bi se mogle pratiti ove promjene potrebno je mijenjati 
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amplitudu uzbude vrlo malim korakom ( u ovom slučaju 10-4 ) tj. vrlo male promjene 
uzbude mogu uzrokovati velike razlike u odzivu. 
 
   Brod bez ljuljnih kobilica 
 
 
Slika 6.24 Odziv na superharmonijsku uzbudu  1.02
0
=ω
a
,  03333.0 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 
 
Slika 6.25  Fourierovi koeficijenti superharmonijskog odziva, 1.02
0
=ω
a
,  03333.0 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 Iz slika 6.24 i 6.25 vidljiv je specifičan izgled odziva na superharmonijsku 
uzbudu s pojavom osnovnog harmonika i superharmonika. 
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Slika 6.26 Odziv na subharmonijsku uzbudu  6.02
0
=ω
a
,  00.3 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.27   Fourierovi koeficijenti subharmonijskog odziva 6.02
0
=ω
a
,  00.3 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 Uz osnovni harmonik u odzivu je prisutan i subharmonik. U faznom portretu 
prisutne su pseudo elipse.  
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Brod s ljuljnim kobilicama 
 
Slika 6.28 Odziv na superharmonijsku uzbudu  07.02
0
=ω
a
,  03333.0 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.29  Fourierovi koeficijenti superharmonijskog odziva 07.02
0
=ω
a
,  03333.0 ωω = , θ=0, 0=θ&  
 
 U odzivu je vidljiva prisutnost osnovnog harmonika, superharmonika ali i 
drugih harmonika frekvencije veće od uzbudne. 
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Slika 6.30 Odziv na subharmonijsku uzbudu  6.02
0
=ω
a
,  00.3 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.31   Fourierovi koeficijenti subharmonijskog odziva 6.02
0
=ω
a
,  00.3 ωω = , θ=0 , 0=θ&  
 
 U odzivu su prisutni osnovni harmonik i subharmonik. Uslijed prisutnosti ljuljnih 
kobilica vidljivo je da se nakon određenog vremena odziv ustaljuje u odnosu na brod 
bez ljuljnih kobilica. 
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Oštećeni brod  -  slučaj 1  
 
Slika 6.32   Ljuljanje oštećenog broda – prikaz u faznoj ravnini za T = 150 s i T = 1500 s.  
           12.0=a ,  085.0 ωω = , θ=-0.4 , 0=θ&  
 
 
 
Slika 6.33   Ljuljanje oštećenog broda  235.0=a ,  000.1 ωω = , θ=-0.5 , 0=θ&  
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Slika 6.34   Ljuljanje oštećenog broda - prikaz u faznoj ravnini za T = 150 s i T = 1500 s. 
         31.0=a ,  015.1 ωω = , θ=-0.45 , 0=θ&  
 
 S porastom uzbudne frekvencije rastu i amplitude uzbude koje brod može 
podnijeti bez prevrtanja. Vidljivo je da i u dugom vremenskom periodu fazni portret 
zadržava isti izgled samo je veće rasipanje.  
 
 
 
Slika 6.35   Ljuljanje oštećenog broda – prikaz u faznoj ravnini za T = 150 s i T = 1500 s.  
           1701.0=a ,  085.0 ωω = , θ=-0.4 , 0=θ&  
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Na slici 6.35 dan je prikaz porasta amplitude uzbude u odnosu na prikaz na slici 6.32. 
Minimalan daljnji porast amplitude od 10-4 uzrokuje prevrtanje broda. Vidljiva je 
asimetričnost odziva u faznoj ravnini tj. pomak prema pozitivnim amplitudama. 
 
 
Slika 6.36   Ljuljanje oštećenog broda  23602.0=a ,  000.1 ωω = , θ=-0.5 , 0=θ&  
 
 
 
Slika 6.37   Ljuljanje oštećenog broda - prikaz u faznoj ravnini za T = 150 s i T = 1500 s. 
       317.0=a ,  015.1 ωω = , θ=-0.45 , 0=θ&  
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Oštećeni brod – slučaj 2 
 
 
Slika 6.38   Ljuljanje oštećenog broda 0259.0=a ,  085.0 ωω = , θ= 0  , 0=θ&  
 
 
Slika 6.39   Ljuljanje oštećenog broda  1.0=a ,  015.1 ωω = , θ= 0  , 0=θ&  
 
 U ovom slučaju oštećenja broda ( značajnije oštećenje nego u slučaju 1 ), 
vidljiv je specifičan izgled faznog portreta.  
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      Slika 6.40.  Ljuljanje i prevrtanje broda bez ljuljnih kobilica u uzbudnoj ravnini θ= 0  , 0=θ&  
 
 
 
      Slika 6.41  Ljuljanje i prevrtanje broda s ljuljnim kobilicama u uzbudnoj ravnini θ= 0  , 0=θ&  
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    Slika 6.42  Ljuljanje i prevrtanje broda bez ljuljnih kobilica u ravnini početnih uvjeta  a=0.075, ω=ω0 
 
 
Slika 6.43  Ljuljanje i prevrtanje broda s ljuljnim kobilicama u ravnini početnih uvjeta  a=0.21705, ω=ω0 
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  Slika 6.44 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 1 ) u uzbudnoj ravnini θ= 0  , 0=θ&  
 
 
 
Slika 6.45 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda ( slučaj 2 ) u uzbudnoj ravnini   θ= 0  , 0=θ&  
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      Slika 6.46 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda (slučaj 1 ) u ravnini početnih uvjeta  a=0.075, ω=ω0 
 
      Slika 6.47 Ljuljanje i prevrtanje oštećenog broda (slučaj 2) u ravnini početnih uvjeta a=0.075, ω=ω0 
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Na slike sa stranica 109-112 odnosi se sljedeća legenda : 
 
 
 Prikaz ljuljanja i prevrtanja neoštećenog broda u uzbudnoj ravnini ukazuje na 
značajan utjecaj ljuljnih kobilica. Područje prevrtanja za brod s ljuljnim kobilicama je 
puno manje i prijelaz iz područja neprevrtanja u područje prevrtanja je puno oštriji 
dok je za brod bez ljuljnih kobilica izrazito fraktalnog karaktera.  
 Izgled bazena sigurnosti u ravnini početnih uvjeta za slučaj broda sa i bez 
ljuljnih kobilica je sličan, ali bazen sigurnosti broda bez ljuljnih kobilica pokazuje 
izrazitiju ovisnost prevrtanja o periodu izloženosti uzbudi. Za sve prikaze u ravnini 
početnih uvjeta kutevi su dani u radijanima, a kutne brzine u rad/s. 
 Prikaz za oštećeni brod ( slučaj 2 ) i u ravnini uzbude i u ravnini početnih 
uvjeta pokazuje da slijedi iste zakonitosti kao i neoštećeni brod samo je površina 
bazena sigurnosti puno manja, dok oštećeni brod ( slučaj 1 ) ima sasvim drugačiji 
oblik bazena sigurnosti.  
 Prikazi u ravnini uzbude kao i u ravnini početnih uvjeta mogu poslužiti kao 
orijentacijske vrijednosti sigurnog tj. nesigurnog područja za brod, a istovremeno 
njihov fraktalni karakter ukazuje na to da mala promjena vanjskih uvjeta može 
uzrokovati prijelaz broda iz ljuljanja u prevrtanje. U prilogu su dani program za 
izračun u ravnini početnih uvjeta H i program za izračun u uzbudnoj ravnini I. 
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6.4.2 PRORAČUN METODOM RAVNOTEŽE HARMONIKA 
 
 Metoda ravnoteže harmonika primijenjena je kako bi se dobio prikaz ljuljanja i 
prevrtanja  u frekvencijskom području. Dani su rezultati za brod sa i bez ljuljnih 
kobilica pri tri različite vrijednosti vanjskog opterećenja. Prekidi koji su vidljivi na 
sljedećim slikama predstavljaju područja u kojima nije nađeno rješenje. Program za 
izračun prema ovoj metodi J dan je u prilogu. 
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Slika 6.48 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 1.02
0
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Slika 6.49 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 2.02
0
=ω
a
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Slika 6.50 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 3.0
2
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Slika 6.51 Ljuljanje – brod bez ljuljnih kobilica, 4.02
0
=ω
a
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Slika 6.52 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 231.02
0
=ω
a
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Slika 6.53 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 348.0
2
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Slika 6.54 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 464.02
0
=ω
a
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Slika 6.55 Ljuljanje – brod s ljuljnim kobilicama, 58.02
0
=ω
a
 
 Rezultati prikazani na prethodnim stranicama su očekivani i u skladu s 
rezultatima dobivenim metodom harmonijskog ubrzanja.  
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 Povećanje amplitude uzbude uzrokuje povećanje širine pojasa u kojem dolazi 
do prevrtanja broda. Povećanje amplitude uzbude uzrokuje i povećanje amplitude 
odziva što je sasvim očekivano. Izgled ovih krivulja za brod sa i bez ljuljnih kobilica je 
sličan pri istim apsolutnim vrijednostima amplituda ( grbe na krivuljama kao i njihov 
tijek su slično raspoređene ).    
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6.5 LJULJANJE I PREVRTANJE BRODA NA MORSKIM VALOVIMA 
 
 U daljnjem radu bit će razmatrano ljuljanje i prevrtanje broda na morskim 
valovima,  i to neoštećenog broda sa i bez ljuljnih kobilica, te oštećenog broda. Beck 
[69] i  zaključci 23. konferencije ITTC-a [70] upućuju na veliku važnost razvoja 
ovakvih analiza. 
 Na slikama 6.56, 6.57 i 6.58  prikazani su bazeni sigurnosti u ravnini početnih 
uvjeta za slučaj bez vanjske uzbude. Površina bazena za brod bez ljuljnih kobilica 
iznosi 75% površine bazena za brod sa ljuljnim kobilicama što ukazuje na veliki 
utjecaj ljuljnih kobilica na stabilitet broda protiv prevrtanja. Površina bazena 
oštećenog broda iznosi 71.2% površine bazena neoštećenog broda bez ljuljnih 
kobilica. 
 
 
Slika 6.56 Bazen sigurnosti ( ravnina početnih uvjeta )  
Integral površine bazena određen je za veće područje nego što je ono prikazano na slici. 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________________ 
89 
 
Slika 6.57 Bazen sigurnosti ( ravnina početnih uvjeta ) – brod s ljuljnim kobilicama  
 
Slika 6.58 Bazen sigurnosti ( oštećeni brod )  
   
Legenda koja se odnosi na slike dana je na str.113. 
Pobliže je razmatrano djelovanje valova u rasponu kutova 0 – 1800 za razmatrane 
značajne valne visine H1/3 = 3.75 i 5.0 m te brzine broda V = 0, 2,3  i 4 m/s.  
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 Promjene površine bazena u slučaju neoštećenog broda s ljuljnim kobilicama 
su u svim navedenim uvjetima ili neznatne ( cca 0.1%) ili uopće ne postoje što 
ukazuje na to da je brod s ljuljnim kobilicama iznimno stabilan.  
 Neoštećeni brod bez ljuljnih kobilica  pokazuje male promjene površine 
bazena tek pri ekstremnijim uvjetima  ( brzina V=4m/s, značajna valna visina H1/3=5 
m ) i to pri kutu od 1200 (slika 6.59) dok pri ostalim kutevima u rasponu 90-1800 ne 
dolazi do erozije bazena. Pri brzini V=2m/s ne dolazi do erozije bazena veće od 0.3% 
ni pri jednom kutu. Pri brzini V=3m/s vidljiva je blaga erozija bazena pri kutevima 
7π/18 i 5.5π/18 (slika 6.60).  Brod se pokazao osjetljivijim u rasponu kuteva 4π/8 do 
7π/8, gdje do uvjerljivo najveće erozije dolazi pri kutu 5.15π/18 za V=4m/s i H1/3=5m 
(Slika 6.61). Pri valnoj visini H1/3=3.75 ( Slika 6.62 ) primijećen je gotovo identičan 
razvoj uz nešto manje vrijednosti erozije, što upućuje na to da je utjecaj povećanja 
brzine broda puno veći od utjecaja promjene valne visine ( u navedenom rasponu ). 
Na slikama 6.63-6.67 prikazano je ljuljanje u spomenutim uvjetima u vremenskom 
području te odgovarajuće Fourierove transformacije i spektri. 
 Oštećeni brod također ne pokazuje značajniju osjetljivost na valove pri 
kutovima π/2 - π, ali zato pokazuje puno veću osjetljivost od neoštećenog broda pri 
kutovima 0 - π/2. Pri brzini V=2m/s i H1/3=5.0 m dolazi do blage erozije bazena u 
području 4π/18 - 8π/18 ( slika 6.68 ). Pri brzini V=3m/s i H1/3=5.0 m erozija bazena je 
u području 4π/18 - 5π/18 poprilično izražena ( slika 6.69 ). Pri brzini V=4m/s erozija 
bazena je blaga u području π/3 -π/2, a u području 4π/18 - 5π/18 dolazi gotovo do 
nestanka bazena sigurnosti ( slike 6.72-6.75 ). 
Na slikama 6.76-6.83 prikazano je ljuljanje u vremenskom području za navedene 
uvjete te odgovarajući Fourierovi koeficijenti.  
 Ako se razmatra oštećeni brod uz pretpostavku samo linearnog prigušenja u 
navedenim uvjetima bazeni sigurnosti imaju potpuno fraktalne oblike ( slike. 6.84 – 
6.88 ) što govori o velikoj ulozi kubičnog koeficijenta prigušenja. 
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Slika 6.59 Bazen sigurnosti                       Slika 6.60   Bazen sigurnosti                                               
     V=4m/s, H1/3=5m, χ=1200,                                                                    V=3m/s, H1/3 = 5m, χ= 700             
                 površina reducirana 0.07%                                                       površina reducirana 0.31% 
 
 
 
Slika 6.61 Bazen sigurnosti                                                Slika 6.62 Bazen sigurnosti 
                 V=4m/s, H1/3=5 m, χ=63.750                                                       V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=700 
                 površina reducirana 38.4%                                                 površina reducirana 27.5% 
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Slika 6.63 Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=5 m, χ=1200  (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
 
 
Slika 6.64Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=3m/s, H1/3=5 m, χ=700 (θ=0, 0=θ& ) 
               a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
 
 
Slika 6.65  Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=5 m, χ=63.750  
                      a ) vremensko područje 
                   b ) Fourierovi koeficijenti 
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V=4m/s, H1/3=5 m, χ=1200  
V=3m/s, H1/3=5 m, χ=700 
V=4m/s, H1/3=5 m, χ=63.750 
 
 
 
 
 
Slika 6.66      Spektri Fourierovih koeficijenata ( vezano uz slike 6.59 – 6.62 ) 
 
 
 
 
Slika 6.67  Ljuljanje neoštećenog broda bez ljuljnih kobilica V=4m/s, H1/3=3.75 m, χ=700 (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
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Slika 6.68  Bazen sigurnosti                                                Slika 6.69 Bazen sigurnosti 
                  V=2m/s, H1/3=5 m, χ=480                                                             V=3m/s, H1/3=3.75m, χ=480 
                 površina reducirana 0.26%                                                   površina reducirana 0.97% 
 
 
 
Slika 6.70 Bazen sigurnosti                                            Slika 6.71  Bazen sigurnosti 
                  V=3m/s, H1/3= 5m, χ=480                                                            V=2m/s, H1/3=5m, χ=700 
                  površina reducirana 0.97%                                     površina reducirana 0.6 % 
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Slika 6.72 Bazen sigurnosti,                                                  Slika 6.73 Bazen sigurnosti 
                  V=4m/s, H1/3=5m, χ=700,                                                      V=4m/s, H1/3=5m, χ=450, 
                 površina reducirana 3.3%                                                      površina reducirana 83.7% 
 
 
 
Slika 6.74 Bazen sigurnosti,                                                   Slika 6.75 Bazen sigurnosti, 
                  V=4m/s, H1/3=5m, χ=550,                                                        V=4m/s, H1/3=3.75m, χ=550,  
                  površina reducirana 86.8%                                                     površina reducirana 54.4% 
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Slika 6.76   Ljuljanje oštećenog broda V=2m/s, H1/3=5.00 m, χ=480  (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
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Slika 6.77   Ljuljanje oštećenog broda V=3m/s, H1/3=5.00 m, χ=480  (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
 
 
Slika 6.78   Ljuljanje oštećenog broda V=3m/s, H1/3=3.75 m, χ=480   (θ=0, 0=θ& ) 
                    a ) vremensko područje 
                    b ) Fourierovi koeficijenti 
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Slika 6.79   Ljuljanje oštećenog broda V=2m/s, H1/3=5.00 m, χ=700 (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
 
 
Slika 6.80   Ljuljanje oštećenog broda V=4m/s, H1/3=3.75 m, χ=700 (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
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Slika 6.81  Ljuljanje oštećenog broda V=4m/s, H1/3=5.00m, χ=700 (θ=0, 0=θ& ) 
                  a ) vremensko područje 
                  b ) Fourierovi koeficijenti 
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V=2m/s, H1/3=5m 
V=3 m/s, H1/3=5m 
V=3m/s, H1/3=3.75 m 
 
 
 
 
Slika 6.82 Spektri Fourierovih koeficijenata ( vezano uz slike 7.76 – 7.78 ) , χ= 480 
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V=4m/s, H1/3=5 m 
 
 
 
 
 
Slika 6.83 Spektri Fourierovih koeficijenata ( vezano uz slike 7.79 – 7.81 ) χ=700 
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Oštećeni brod ( pretpostavka linearnog koeficijenta prigušenja ) 
 
 
Slika 6.84 Bazen sigurnosti – bez vanjske uzbude  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.85 Bazen sigurnosti – V=2m/s, H1/3=3.75m, χ=550, površina bazena reducirana 28.2% 
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Slika 6.86   V=4m/s,  H1/3=5m,    χ=1200, površina bazena reducirana 17.3% 
 
 
Slika 6.87   V=4m/s, H1/3=5m,  χ=750 , površina bazena reducirana 97.1%   
 
 
Slika 6.88   V=4m/s, H1/3=5m, χ=550, površina bazena u potpunosti iščeznula 
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6.6         VJEROJATNOSNI DIJAGRAMI PREŽIVLJAVANJA BRODA 
 
 
    Omjer površina bazena sigurnosti sa i bez valne uzbude može se koristiti kao 
mjera procjene vjerojatnosti preživljavanja broda [13]. 
  
     Konstruirat će se ovakvi dijagrami za neoštećeni i oštećeni brod. Varirat će se  
kutovi napredovanja, brzine broda i značajne valne visine. Dobiva se vjerojatnost 
prevrtanja kao funkcija ova tri parametra [13]. Time se određuju uvjeti plovidbe u 
kojima je brod izravno ugrožen od prevrtanja što bi moglo biti od velike koristi pri 
eksploataciji broda, a također pružiti važne informacije u fazi projektiranja u vidu 
nadogradnje na postojeća pravila o stabilitetu broda [71]. 
     Ovim su dijagramima ( slike 6.89 – 6.92 ) objedinjene numerička metoda 
harmonijskog ubrzanja i saznanja nelinearne dinamike.  
 Neoštećeni brod se pri brzinama V=0,2 i 3 m/s za obje valne visine H1/3=3.75 i 
5m nije pokazao osjetljivim na promjenu kuta napredovanja. Tek pri brzini V=4m/s u 
području kutova oko χ=500 pri valnoj visini H1/3=3.75 m, te u području χ= 450 – 700 pri 
valnoj visini H1/3=5m javlja se povećana opasnost od prevrtanja broda. I za 
neoštećeni i za oštećeni brod opasnost od prevrtanja u području χ= 900 – 1800 ne 
postoji ili je neznatna pri danim uvjetima. Oštećeni brod ima određenu vjerojatnost 
prevrtanja već pri brzini V=2m/s. Kod valne visine H1/3=5m i brzine V=4m/s ta je 
opasnost vrlo velika. Ovakav prikaz izravno upućuje pri kojim valnim visinama je 
potrebno reducirati brzinu broda i eventualno promijeniti kut napredovanja kako bi se 
izbjeglo prevrtanje broda. Naime, lako je razlikovati sa slike područje povećane 
opasnosti od prevrtanja od područja gdje ta opasnost gotovo da i ne postoji.  
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0 – 180    - kut napredovanja ( 0 ) 
0.1 – 1.0    - vjerojatnost preživljavanja broda 
 
 
 
 
 
 
 
 
V= 2m/s 
V= 3 m/s 
V= 4 m/s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.89  Dijagram vjerojatnosti preživljavanja neoštećenog broda, V=4m/s, H1/3=3.75 m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V= 2m/s 
V= 3 m/s 
V= 4 m/s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 6.90         Dijagram vjerojatnosti preživljavanja neoštećenog broda, V=4m/s, H1/3=5.00 m 
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Slika 6.91         Dijagram vjerojatnosti preživljavanja oštećenog broda,  H1/3=3.75 m 
 
 
 
 
 
Slika 6.92         Dijagram vjerojatnosti preživljavanja oštećenog broda,  H1/3=5.00 m 
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7 ZAKLJUČAK 
 
 U cilju postizavanja veće sigurnosti broda potrebno je sustavno raditi na 
poboljšanju projekata brodova, pravila i preporuka o sigurnosti te obučenosti i 
vještine posade. Svrha ovog rada je primjenom metoda nelinearne dinamike dati 
prilog poboljšanju postojećih pravila o stabilitetu broda, ali je primijenjenu metodu i 
njene rezultate moguće  koristiti kako tijekom projektiranja tako i tijekom službe 
broda. Suvremena nastojanja na ovom području ponajviše su orijentirana na važnost 
koordinacije rada na poboljšanju sigurnosti broda i sigurnosti upravljanja brodom.  
Analizirana su pravila stabiliteta koja su u primjeni, kao i metode za određivanje 
ljuljanja i prevrtanja broda. Kriteriji stabiliteta koji su u primjeni temeljeni su na 
statičkom stabilitetu. Kao takvi korisni su za svrhe usporedbe stabiliteta različitih 
brodova ( tj.kvalitativne svrhe ), ali nedostatni za pouzdanu ocjenu sigurnosti broda 
jer se fizika statičkog i dinamičkog stabiliteta broda uvelike razlikuje. Vidljivo je da to 
što brod zadovoljava pravila o stabilitetu nije ujedno i garancija da ima 
zadovoljavajuću sigurnost protiv prevrtanja.  
 Primijenjena je metoda harmonijskog ubrzanja za proračun ljuljanja i 
prevrtanja odabranog broda u neoštećenom stanju ( sa i bez ljuljnih kobilica ) i u 
oštećenom stanju. Neki od rezultata dobivenih metodom harmonijskog ubrzanja 
uspoređeni su s rezultatima modelskih ispitivanja te su pokazali dobro slaganje. 
Rezultati omogućuju uvid u doprinos ljuljnih kobilica stabilitetu broda i utjecaj 
oštećenja broda na stabilitet. 
 Kao krajnji rezultat prikazani su vjerojatnosni dijagrami preživljavanja broda 
koji daju vjerojatnost prevrtanja broda pri određenim vanjskim uvjetima te kao takvi 
mogu poslužiti kako tijekom službe broda za izbjegavanje opasnih situacija tako i 
tijekom projektiranja za provjeru stabiliteta. Nadalje, uz sustav akvizicije podataka o 
stanju mora ovakvi bi dijagrami omogućili kontinuirano automatsko određivanje 
statusa stabiliteta broda. Zapovjednik bi imao stalni uvid da li treba intervenirati na 
osnovi rezultata proračuna. 
 
 Važno je u problem uvesti pojam određivanja vjerojatnosti prevrtanja odnosno 
procjene rizika jer nam je u konačnici cilj imati brod dovoljnog, a ne pretjeranog 
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stabiliteta (to bi uzrokovalo manjkavosti nekih drugih svojstava). Suvremeni pristup 
ovoj problematici u literaturi najčešće je vjerojatnosni.  
 Iz prikazanog slijedi da su uvođenje nelinearnosti u problem stabiliteta i 
rješavanje istog metodama nelinearne dinamike u danom primjeru i primjena teorije 
kaosa, važan  temelj za ozbiljnu ocjenu sigurnosti broda protiv prevrtanja .  
 Kako bi rješavanje problema bilo sveobuhvatnije daljni razvoj ove metode 
određivanja sigurnosti broda protiv prevrtanja trebao bi više pažnje posvetiti 
oštećenim brodovima ( u okviru ovog rada definiran je kvalitativno utjecaj oštećenja 
broda na matematički model ), spregnutosti ljuljanja s drugim stupnjevima slobode 
gibanja te opisu vanjske uzbude uključujući i parametarsku ( klasičan pristup 
višeharmonijskog opisa valova nije dostatan za primjerice  razbijajuće valove ).  
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